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Nozioni di base

Def.

Def.

Def.

Def.

X insieme qualunque (fino a prova contrarial

YePIX) e un'algebra se

· def
. J e chiusa per unione finita, intersezione finita, complemento,

cioe
,

se A
,
BEF

,
allora AuB

,
AnB,=f

F = P(X) e una s-algebra se

· Def
· J e chiusa per unione numerabile, intersezione numerabile

,complementare,
cioe

,
se (Ailien =7 , alloraA,A ,Af

Oss 7 chiusa per unione finita e complementare
=>Echiusa per intersezione finita

Analogo perglialtri casi

esempio · r-algebre banali : F= 10 ,X3
,
7 = P(X)

· Dato EX
,
E+,= 10 ,

E
,EYX)

· X=R
,
F = [Unioni finite diintervalli (incluse semirette e puntil

e un'algebra ma non una s-algebra (insieme diCantor

F= [unioni finite di intervalli I= (a ,b) o I=+
,b) )

e un'algebra

Oss Date 7, algebre (o r-algebre),con ieI
,
allora

IF; e un'algebra (or-algebral
itI

Consequenza : data G=P(X)
,
esiste lapil piccola algebra (o r-algebralF

che contiene G. J e l'algebra (o r-algebral generatadaG :F = 5 (G)

La s-algebra M su X e generata da G=PCX

se M e la pi piccola r-algebra che contieneG

X spazio topologico
BCX) s-algebra diBorel e la r-algebra generata dalla topologia.

· costruzione dell'algebra 7 generata da G
K(g) := Lunioni finite di elementi diG, o complementari di unioni finite

non e un'algebra
-

F (g) =:G
DIMOSTRAZIONE

1
. 72G peripotesi = 72k(g) =F2K(y)n=25

2
. Y e un'algebra , quindijef
Dati A.Be , Int.

c
. AeK(g) = AuB

,

AcK
**

(g) =G



Teorema

Corollario

Proposizione

· costruzione della r-algebra 7 generata da G
&

&(G) := Lunioni numer
.

di elementi diG, o complementari di unioni numer.
non e una r-algebra

In generale7 (G) , infatti la dimostrazioneFallisce :

DIMOSTRAZIONE

1
. 72G peripotesi = 72k(g) =F2K(y)n=25

2. Y e una s-algebra
Dati &Achie,

Vi Init. c
.Ai(g)

&

ma non esiste n +
.c

. AieK(G) Fi

Esiste 2 insieme bene ordinato t
. c. (Re Wil

Fjer Lier : icj] enumerabile

(i) 12 non e numerabile

Dati in
,
is

,
...

ER
, Jjer t

.c
.

4
,
22

,
...

Ij

Vjer pongo Gj := LYGi) ,
con g=G (indica con 0 % minimo di1)

Allora F=Gi =:G
DIMOSTRAZIONE

1
. 72G peripotesi==gjj2g

N

2. Y e una s-algebra ,quindi G2
Dati [Anhei, An Fin t

. c
.AneGinIjec t

.
c

.jin An

=> AnGgfn=An
,AneGj Vjx]

BLIR)= 28. (In particolare .
B(M)PIR)

DIMOSTRAZIONE

Prendo G=a perti diRI

AlloraBCR=9 , Gj=Gil Claim 1Gj) =20 Xj
· 1G) = 28.

· (Gil = 20 Vizj = /Gj) =20 (seguedalla costruzione

Quindi IG) = 28
.

EX 7 o-algebra finita allora #F = 2N perqualche N

Ex fr-algebra infinita ,
allora #7 2%

EX Dato X
, poniamo Jo = /EEXIE finito oppure E finito

F=/EX/ Eo E' ealpii numerabile!

Fa=LEERIEo El e contenuto in Unione numerabile di chiusi aparteint
.votal

Dire quali tra Jo ,F1 ,72 e un'algebra r-algebra
Dire quando Ji = P(X)



Proposizione

Data7r-algebra su X
,
dato X'EX,

la restrizione di 7 a X' e la s-algebra su X' datadaJ
J : = GEnX/Eef]

Data 7 s-algebra su X e data F : V -X,

costruisco Z = /f(El/EEF) : e una r-algebra su X

Il viceversa non funziona

BIXI e generata dalle sequenti G :

· G=Lapartil
· G=/chiusik
· G= /base degli apartil, se X e #I-numerabile

logni aperto si scrive come unione numerabile

di elementi della base)
· G= [Bij = B(i

,Vijl / (1) e densain X
, Fiji+80 Y

se X e metrico e separabile
· X=R

, G= intervallis
, G= (semirette aperte infinite adx)

· X=,G=[. ) Ike ,
neIN)intervalli diadicil

Logni intervallo chiusoI si scrive come intersezione

numerabile di unioni finite di interv
.
diadicil

Oss Se X e uno spazio diBanach
,
siha [fltop .

Fortel,

Taltop .

debole) : in generale Tf ?Ta Luguaglianza in dim finital
Inoltre Tax (se X e un dualel e t

.
c

. If ? Id ? Tdx

Se X
*

e separabile
B(tf) = BCTd)

Infatti (2) chiara
,
El Te e generata dalle palle,

segue dal fatto che B:= Blo
,
1) EB(ta)

eche X* separabile => X separabile.
-

Il fatto vale perche B= /xeX/X(X = /IXII FNED numerabile denso in X* 1 =

=I => BEB(tal

Se X e duale ed e separabile
BITf) = BITa) =Blida)

lanalogo considerando D nel preduale :

B = (EX1X ,Y1 Ellyl ,VyEDY =YEllyl

Questo non vale ad esempio nello spazio delle misure



Def.

Def.

Def.

Def.

Misurabili secondo Lebesgue su R

XA aperto L'CA) =SuplFil I /Fil famigliadisgiunta finita
di intervalli contenuti in A)

Khiusi)
ECR e misurabile secondo Lebesque
sefeso Ja aperto 7C chiuso t

.
c. CEEA eLA DE

Mleb e l'insieme dei misurabili secondo Lebesque sut

Ex Dimostrare che Mceb e una s-algebra
Inoltre 2"(ta ,b]) = b-a

Oss Mieb(t)BLR) poiche Mieb ?4 intervallis
Il contenimento stretto segue da IBI1 = 28 e (Mcebl = 22 zu
Questo segue da 2'El=0 = EEMleb Vece

,
Z'El= 0

Applicandolo all'insieme diCantor
,quindi P(C)=McebEPCIR)

DataM o-algebra su X
,

(X
,
MI si dice spazio misurabile

Dati (X
,
MI e (X'

,
M'l spazi misurabili e F :X >X,

dico che f e misurabile se

FLELEM FEEM

NOTA Se X spazio topologico M' = BIX')

f e misurabile FEl e M Fe aperto
Se considero f "da integrare" (quindi X = R

,
IR" o Banach)

il default e che M' = BIXI

Oss f :XX' continua
,

con X
,X'spazi topologici , allora

f e misurabile se M' =BI e M=BIN

EX Esiste F : I >I
,
l= [0

, 1) omeomorfismo non misurabile

se M= M' = Mceb
sol Prendo=I compatto "tipo Cantor , con 2'(K)30,

Prendo 'Cantor

Costruisco F :I >I omeomorfismo t
.c

.
F(k)= K

Siccome L'(K)>0
,
JECK non misurabile secondo Leb.

E := flE)[k'e 2 k') = 0 => E e misurabile
,

ma f"CE'l= E
↓

· K=&Kn
,
Ko-intervallo chiuso

,
Kn = unione di 2" intervalli chiusi attenti

rimuovendo un intervallo aperto daciascun intervallo diKn-

= Ko-Uly = 1)=2(kd-2'li4 =0....

j = 1
,...,24

1

K
- ........ fr

En costruisco fn omeo crescente affine a tratti

--

[
-

t. C
. fn(kn) = Kin

& Il 13
Prendo f= limfn

K



Proposizione

Corollario

Def.

Def.

Se g=P(X) genera M' ,
allora

femisurabile feleM VEeG

DIMOSTRAZIONE

# ovrio

(E) Sia F :=EeX'/f-EleM =G
Basta verificare che7 e una r-algebra
Eef = f+E) eM => f(E) = fEy +M =Eq
Eiffelem= User =-EieMEief

Se X'spazio topologico ,
M' = B(X')

,

allora sono fatti equivalenti :

f e misurabile
· f(AIEM FAaperto
· fA)EM FAEG generatori deiboreliani

Se X
,
X' sono spazi topologici ,

M=B(
,
M' = B'(X),

una funzione f :X -X'misurabile si dice boreliana

Proprieta
*X'

,

X" spazi misrabili

X
+ -X g / X

se feg sono misurabili
,
allora gof e misurabile

· se XIX' spazi topologici e M2B(N)
,
M' =B(N)

,

allora f continua => f misurabile

In particolare ,
le funzioni continue sono boreliane

Dati IX
,
M)

,
(XI

,
M'l spazi misurabili,

la r-algebra prodotto MoM' e la r-algebra
su XXX' generata da (ExE'I EEM

,
E'cM's

Oss Se X. I'spazi topologici II-numerabili
,

B(X) B(X) = B(XXX)

DIMOSTRAZIONE

() BINQ BIX') e la r-algebra generata da /EXE'/EEBIN ,
EEBIX)

ma anche (EXE'l E
,
E'apertis cT(XxX) c BIXXX)

El Mi basta far vedere BIX) BIX) = T(XX)

quindi basta B(X) BIX') 2/EXEl E ,
E' apertis

,
che evero.



Def.

Proposizione

Oss Mleb() Mreb(R") [Mceb(IR)
DIMOSTRAZIONE

(2) Lemma Dati EEMleb(RY ,
E'EMLeb(IR")

,
2YE)

,
I"CE'l <to

allora ExE' e Mceb(/R"+*

( M

R Ogni EER e misurabile secondo Leb
.
in IR

Prendo EER non mis
.
Secondo Leb

.

inIR

X
E EMLeb (R")XMceb(IR") : se lo fosse la sua

proiezione sut sarebbe misurabile

& /Xi
,Milkiez ,

I famiglia infinita
La r-algebra prodotto so t:=Xi e

la r-algebra generata daEi/ EieMi Vi
,
Ei = Xi per ogni i tranne

un numero finito
EX La r-algebra prodotto e la pi piccola per cui

le proiezioni ti :X -Xi sono misurabili

EX Dati (X
,
MI

,
(

,Mil ,
(2 ,
Mil e f : X >Xix*

↑

f e misurabile le componenti fi sono misurabile

D'ora in poi X = R
,
IR" oppure Banach e M' =B(X)

Sia F(X ,
Xl=45 : X -X'misurabiled.

Allora 7 e chiusa rispetto alle sequenti operazioni
Hl composizione con g :X > X"boreliana

fef/X ,
X = goff(XN)

12) somma
,

prodotto(se X= IR)

(3) inf e sup di sottofamiglie numerabili (se X=)

14) limint
,
limsup di successioni di Funzioni (se X=)

15) limite di successioni di funzioni

I6I Serie

Estensioni : vedere quali estensioni valgono
(In particolare riguardoaX'in (1)

,
(51)

Come modificare (5) se limfr( esiste solo per xeEeX

R E e misurabile e f : E >X'emisurabile



DIMOSTRAZIONE

(2) Date Fi
,
fz : X-IR misurabili,

allora If..fa) : X >XIR e misurabile

Inoltre S:R - e continua = boreliana
=> fitfz = so (fi

,
fal e misurabile

Se X =R
,

(4)
,
(5)

,
(6) seguonoda (3)

(3) fr : XEnmisurabili
,

f(x):= Sup fr( Ex

f ((a
,
+0)) = M

n
fla ,

+87) e misurabile
M

=> f"EleM YEeBItr) Cle semirette generano Bl

Altrimenti
, prendo f : X -F

,
f= (f1

,
f2

,
...) misurabile

S :RN
,

Sco
.
X

,
...) = SupXn e boreliana

=> Supfn = S(fo,f , ...) = Sof e misurabile

Oss (31 non vale per famiglie pix che numerabili

esempio XR f= He con EeMleb
f(x)= SupSx(y)

YeE
- misurabile Fy

EX Se M= BI)
,
M= BINI

,
F :X -X'e misurabile se

1) f e continua

(2) fe s
.
c .i

.
(N=Fa

(3) fis .c .
S

. (V =F

EX fi : EiX'
,
Fiel

,
Eil partizione numerabile diX

fX > X
, f(x=Fi() con it

.
C

. XeEi = f e misurabile



Misure

Def.

Def.

Proposizione

Xinsieme
,
7 algebra suX

M:Y -[0+ 8) e una misura additiva (positival se

4) M(0)=0

(2) En
.EzeJ ,

E , nEz= 0 = MIEnvEz) = M(En) + MCEz) Cadditivital

Oss (1) segue da (2) se MIEK+0
, porche MEL = MIEUA = MEL + M(Q) = M(d=0

Consequenze :

(3) Ei
, Eze] ,

EIEz =MIEn)eMIEz [monotonia)

(4) Ei
, Eze] =MIevezl[M(E+McEl (sub-additivita

Xinsieme
,
M r-algebra suX

u: M - [o+ o) e una misura -additiva (positival se

4) M(0)=0

(2) /Ene disgiunta numerabile = MIVEn)=M(En) (s-additivital

Consequenze
(3) EI

, EzEc
,
EifEz =MIEn)eMIEz) [monotonia)

(4) (End= M numerabileMIEn)M(En Is-subadditivita

(5)Enbel ,
Ente = Mel= SupM(En=iMM(Ent

16) (EnbEc
,

En sE
,
Jn : MlEnktO = Mel = infM(En)=eMMEn

esempio En = In ,
+ad

,
Enb0

,
2(En)=+0 maZid=o

"l Sia M algebra di insiemi inX chiusa per unione

crescente numerabile (se (En= M
,
EnE EeM)

,

allora il e una r-algebra
(2) Sia M o-algebra e u misura additiva suM

che soddista (5)
,
allora M e r-additiva

DIMOSTRAZIONE

SiaEilene M : definisco Fri
, per air FFFEEi

Quindi FiEM.

(2) Sia /Eilie = M disgiunti : definiscoFEE = Ee

Per 15t
, MSE) =MinuFuMEM(E



Def.

Def.

Def.

esempio (1) Xinsieme
,
M= PIN)

,
Tel

SIEl=4SE Idelta diDirach

(2) X insieme
,
M=PIX), la misura che conta i punti e

MIEL := #E =Sefinitoto

(3) Xinsieme
, 7 r-ideale di PIXI (cioe f e chiuso rispetto a

unione numerabile e sottoinsiemi

esempio insiemi dimisura nulla secondo Lebesque, insiemi numerabili
seEEf

MIEI :=4to altrimenti

(X
,
M

, M) si dice spazio di misura.

Se M(X) = 1
, M si dice misura di probabilita.

Si dice che una proposizione P(X
,
xeX, vale

M-9.0 .
0 M-9.

0
.

XeX Se M((X/P( nonvales)= o

In probabilita ,
si dice che PCX) e quasi certamente vera.

Operazioni sulle misure

·Restrizione di ua FEM e una misura MLF su Mdatada

(ULFIELMENF)
· Combinazioni lineari con coefficientipositivi :

Mr
, la misure su ll

,
X,30, si pone

(XM+12 Mz)(E) := XeMiCEl +XzMz(El
· Somma numerabile : date (Mn) misure su M

,
si definisce

M=M data da MIE) := MnCE)
· Somma di famiglia qualunque Mi di misure se M

(memento : data (ai/ill,=a
, :5)

J finito

Inviluppo superiore di famiglia qualunque (Miliez dimisure se l

e la misura M= :Mi data da

ME = Sup([MilEi / (EilieIl eM partizione numerabile diEl
> Ei=y tranne una quantita numerabile diindici

1) M e una misura su M:

(c) M(d) =o Orrio

(ii) /EndM famiglia disgiunta con :En
(1) Sia /Ens una partizione ammissibile di E.

Allora In /E:=EinEnliet) e una partizione ammissibiledi En
,
quindi

[MiCE=Miler)=MilEil IMIEnt
Prendendo il sup sulle partizioni ammissibili : MIE)[[Mn)En)

( Un sia /Eliell una partizione ammissibile di En

Allora /Ei:=Eliels e una partizione ammissibile per E e quindi

MEME=MiCE = ZEMiCE
Passando al sup sulle partizioni ammissibili <Eil

, Ottengo MIE)> [Mn(En).



Def.

Def.

Def.

(2) Data i misura suMt .c.M: VicI
,
allora uu

Sia #Mi e sia EEM .Sia/EnM una partizione ammissibile di E.

Allora(E) = [M(En)[Mn(En)
Passando al sup sulle partizioniammissibili ,

si ottiene

TEL? nenMn(E) =McEl YEeU.

esempio(E) : = SUBMi(E) in generale non e una misura

Ad esempio ,
X=(a ,by

,
Mi=Sa

, Ma =Sb
, M:= Sup/M..M2l

Allora MIE)= 1 VEFO ma

1= M(X) = M((a4) +M((bb) = 24

· Inviluppo inferiore di famiglia qualunque (Miliez dimisure se l

e la misura M=Mi data da

ME = inf(MilEi/ (Eilie leM partizione numerabile diEl
In modo analogo, u e una misura su ill e

se ee una misura su il +
.
c. MIM: Fi

,
allora iM.

M e finita se MW+0

M e r-finita se 7/End[Ut .c .
UEn=XeMCEnk+ En
n

La Massa di M e IM(M) = 11 MI := M(X)

Ell e un atomo di u se Melto e VeeM
.

E'ce vale Mel= o oppureMeie=0.

elsidice non atomicase non esistonoatomi ;

el si dice peramente atomica se ogni EEM con MIEI>o contiene un atomo.

esempio - la misura di Lebesque su R non haatomi.

· la misura che contai punti e puramente atomica.

Oss Sia X= IR
,
il r-algebra che contiene B/XI, el misurafinita.

Allora M e nonatomica sse M(X)=0 Exete Canalogo perX=R").

DIMOSTRAZIONE

()) chiaro.

I Sia EeM
, MELTO .

Definisco F : R-IR
,
f(x) :=M/(-8 ,

XnE) .

Poche M/X4)= o FX
,
y e continua

.

Vale Flo= o e Fltd= MIEl30.

Per il Teorema deivalori intermedi
,
7 E'cE +

.c . OCMEMCE).

Oss L'enunciato non vale se il contiene solo i punti.
②M= =(x)) M(E) =4 SEE

Se Iel = No
,

E e un atomo

↓ spazio topologico ,
Ms B(X).

e e localmente finita se KxeX JUx intorno dix +
.
c

. M(UX)to

esempio u=i suX=R e +-Finita (X= (-0
,
0)u.Th .

+)
ma non e localmente finita : M(U=+o Flo intorno diO

esempio M= # su X
,
con IXI> So

,
dotato della topologia discreta,

e localmente finita ma non o-finita



Def.

Def.

Def.

Teorema

Def.

Def.

Oss Se Xe-numerabile, u localmente finita Mr-finita.
DIMOSTRAZIONE

Per ogni xeX ,
JUx intorno aperto dix to M(U)+ o

Poche X e #I-num
, 74 End apartitc . ExeX Ux= UEn;ne j

In particulare , M(Enk+o An e UEn=X = Mr-finita.

Oss Se X=R". M e localmente finita M(BIO ,
ni)+ 00 An

DIMOSTRAZIONE

(7) Chiaro : ExeBlo ,n) per n abbastanza grande
= loc

.
Finitall finita sui compatti

=> MIBlo ,
nl = M(Blon))+0

u e diBorel se X e spazio topologico e M = B(X).

X spazio topologico
e sidice Borel-regolare se

YEEM JE .
EzeBIN +

.c . EnFECEze MIEziEn =O

X spazio topologico
lesi dice esternamente regolare (con apartic se BIXI =M

e FEEM McEl=infIMCA)) A aperto ,

E=A)

lesi dice internamente regolare Icon compattil se BIXI =M

e FEEM McEl=Sup[M(k)/Kcompatto ,
K=El

e si dice misura diRadon se

M= B(X)
, Mfinitasui compatti , el regolare dall'interno (con compattil

e dall'esterno (conaperfil.

Sia X spazio metrico separabile localmente compatto,

e misura diBorel localmente finita
,
allora

le e internamente ed esternamente regolare.

IX
,
M

,MI si dice completo se

=
con Ecl

,Mie= o = ElVECL
Data M ,

considero il r-ideale

Em=EeX /JE'fM t .
c

.
EEE

, MCE)=0)
Equivalentemente, u e completa se Fu=l

esempio 29 e completa se Leb
,

non e completa su BIR)



Proposizione 

Oss Se u su ll non e completa ,
si puo estendere a i sui

-

in modo chee sia una misura completa su ul.

Definiamo il completamento di (M
.M) come (M

.M) con

=LEX/FEEM , NeZu : E = EunS
, Mel:=MIEl

(equivalentemente(l= LEX/7EEM: EDEEFuS)

cal it e una r-algebra eu e una misura su itl
,conm

=M.
(b) IX

,
i

,Mi e completo.
-

I FEEM esistono E
.
EeM +c

.

EcEcE"

eME"iE'l =0 =El = MCE)= MCEl)
(d) (X

,
i

,Mi e lapi piccola estensione completadi (X ,
M

, M).

DIMOSTRAZIONE

(a) · Dec
N

· EeM : E= E'un
,

con Nefr = In'eM con Nen'
, Mini=o

Possiamo supporte E'nN'= Caltrimenti sostituisco N
,
N'con N . E,NE)

&

Quindi E= Eun = (EuNn(N"UN)
,
da au

E = (EUN' v IN"UNI" = le'UN'lv(NiNI evi
D R

Iu NEFr
·Ende : En = EnUNn ConNEN

,MINhI=O = En=EnuUNNh=· i e ben definita :

se Euni = EzUnz
,
con NieNi

,
allora enfezuns = Mien = Mied).

Pere Simmetria MCEl = MCE2)
· i e una misura : chiaro

(b) ie completa: Sia Elect con /El =o = E = EuN
,
con New e McEl=Mini=0.

Quindi anche MIEUN' =0. Dato FCE
, posso scrivere

-

F = d OF Condele
,
Feeun'e Mieun=oFec.

Dato EECt
, JEEM ,

NCOn Nen',MIN)=0 +C
.

E= Eun

Quindi E'cEcEuN' =: EeM e Mie"ElMIN=0.

(d) Sia (X
,E,) un'estensione completa di (X

,
M

,r) :M , Mr= M.
Sia EEM : E = E'UN con E'eM

,
NeN'EM

,MIN=0
-

Allora EIE' = N'E' = NEN' .
PoicheM e completa .

E'E'ecs
-

Quindi E = le-Elven=ec

Sia ora F=EUNeut
,
NeN'

, MIN =0 :

MIEL = MIE) I MIF)MCEUN' IMESTEIN) = MCEL +MINI) =MIEL
=> u(F) = M(E)=M(F) .

NOTA Completare una misura non e un'operazione particolarmente
significativa o utile dal punto divista delle applicazioni
della teoria della misura.

Vale infatti il seguente :



Lemma Sia (X
,
M

,) estensione di (X ,
M

,M) tale che
FEEUt JEE"eM tc

.
E'cEcE" e ME" El=0.

Allora Ff : X -misurabile existe
-

E :X -RM-misurabile +
.
c

.

F=* M-90.

DIMOSTRAZIONE

Mi basta mostrarlo per le funzioni semplici.

Sia Sex=di Ha,
,

con aie
,
Aie : se tl-misurabile.

Per ipotesi
,
JAcAi

,
con AieM +

.
c

. M(Ail =M(A)= (Ai).
Allora 5(x)=a:Ha e M-misurabile e s=5-9.

0.

Oss In particolare
, gli spazi LP costruiti su (X

.

M
.M)

e su (X
.

I
.+) coincidono.



Costruzione di insiemi non misurabili

Lemma 1

Lemma 3

Lemma 2

Sia X spazio topologico T2 tale che K= /K=X compatto, ha cardinalit IRI

Lad esempio se X e Il-numerabile)

M --algebra su X
,
M2BIX)

M misura diprobabilita su il internamente regolare e non atomica

Allora MEP(X)
.

Anzi esiste FCX t
.
C

.

VEEM Vale eefemeleo , Freemcel= 1 (a)

DIMOSTRAZIONE

( equivale a FKEK ValeCFMKI=0,CFM(K)=0

che equivalea FKEK con M(k)>0 Kef
,
KefC

,

Co KnFO
,
knFed

costruisco Fe F'disgiunti +
.
c

. FKEK con MIKI>0 KnF+,KnF'
Idea : se K e numerabile

,
siano Ki i compatti con ocu(kil1

costruisco F =[xi) ,F' il perricorsione

Prendo : .
XiK:Xi ,X]lji t

.
C

. XiX:

La costruzione funziona se KiX ,/ji) e infinito
,

chevale poiche Ki infinito,dato che MlKil>0 (u nonatomical
Siae il primo ordinale con cardinalita delcontinuo ,

cioe

R insieme bene ordinato t
.c . (R1 = 28 = /K) e

Vier KjeR/jk28 ·
Quindi Ke/M(KO = Skihier

Costruisco F=Xilier ,
F'=ibier per ricorsione transfinita

Prendo : .
XiK:Xi ,X]lji t

.
C

. XiX:

La costruzione funziona se KiXi ,X /ji) ha almeno due punti,
che vale perche K: hacardinalit almenodelcontinuo (peril Lemma3)

Sia X I-numerabile
, elmisura nonatomicasu B(X),

M(X> 0
.

Allora JE
,
EreBIN

,
Einez=Ot

.
C

.McEnso , Med>0

DIMOSTRAZIONE

Poiche MSX20 e e non atomica
,
JEEB( +.c

.Ouel< M(X).

Quindi Es := It, e tc. Mezzo e EinEz= O.

Data le misura non atomica
,

K compatto ,MCKI so,

esistono Ki
,
K Compatti con Kinkz=0 e M(Kil>0

, Mika)>O

DIMOSTRAZIONE

Siano E
,
EzeBIXI dati dal Lemma 1

.
Poiche u e internamente regolare,

7KicEi t
.
C

. OLM/kilMCEi <M(XI . Analogamente ,
sia KzcEz t

.
C

.

OMIK2)M(EzlM(X) .

Per costruzione
,
Kinka=0 .

le misura non atomica
,

K compatto ,M(K) so,
allora IKI= 28

L

DIMOSTRAZIONE

VElhalch1 ,
24*, pongo Ki=Ki ..in (Sdecrescent

Prendo NeKi

Lamappa T: /1 ,24N
*

-K e iniettiva

Il > XI => Ik128 .



Teoria dell’integrazione

Integrazione di funzioni semplici

Def.

Def.

Lemma

Proposizione

Oss "Aritmetica di To , +0]
,

Se fec su e
, Sef = CM(e)

valgono le solize regole con la convenzione +o . c =[tose
Fisso (X

,
M

, M) .

Una funzione semplice positiva e

g :XTo ,+ol +
.
c. FEil partizione finita e misurabile di X,

7)i) c50 ,tod t
.c

. f = X: So Ei

La classe delle funzioni semplici e J = JX
,
to , + 8)

Oss Data g : X -To , +e) ,
sono fatti equivalenti :

ii) g semplice
(il G misurabile e g ha un numero finito di valori

(l 7(EiM famigliaFinita
, 7xi) t

.c
. g=Hei

Per ogni geJ, pongo
Sgdu :=iM(Ei)

Dato XeM
, Sugdu:=xiM(EinX)

Date g.
J con (Evi) , Kil e get conEzijh . Kaish

possiamo assumere (Exil=Ez,j)-

DIMOSTRAZIONE

Sostituiamo /Eni) e /Ezijk con ErinEzishij

I d'integrale e bendefinito, cioe non dipendedalla scelta di LEil.
(2) L'integrale e additivo : (xgi+gudu = gide+ /92 du992].
(3) L'integrale e omogeneo : Sxgdu =XSgdu Xge] ,XXeto ,

+).

(4) (xuxgdu = (xgdu + Svgdu Vge] ,
V

,
Kel

,
XinX= 0.

(5) L'integrale e monotono : (xg.du=92 dugi ,92] , g1192.

DIMOSTRAZIONE

III Data geJ
,
considero (Eib , (xil tc

. G= di su Ei

ehEjh .j) t
.C

. g= C; so Ej

Eximeil=MeinE=XiMeineMinE;=MEj
Ci=jse EinEj +d



Integrazione di funzioni positive

Def.

Proposizione

Lemma

Data F : X -To
,+) misurabile ,

definisco

If du= Sup Sygdu Eto ,
+]

geg
gif

Dato XeM
, SxfdM = sug du

g=f

Data fio misurabilea
a

DIMOSTRAZIONE

gn(x) = nx2-(2"f(x)) (Massimo h .2heIN
+.

.
h.2-f(x)

n 14fhy==(1) :2n

Si verifica che Gn(x) f(x) Exex

Ise f(x)+00
,
laconvergenza segueda Fnf(x) f(x-gn(x) ah)

(n serve per la monotonia,ad esempio non funzional

Ill Se fe], la definizione e compatibile con la precedente.
(2) Additivita

↑

(3)Omogeneita.
(4) Additivita sul dominio.

(5) Monotonia.

DIMOSTRAZIONE Isuperadditivital
12) Passo 1 SFidu + SfadM =kfi + Eade (vero anche se fi

,
fa non sono misurabili

X X

Siano 9..925 t
.
c

. Gif ,92fgitge] e gitgafitfz
Allora (xfi+ fzdu= (x91 +92 du = (g,du+x92du(xfi+fzdur- Sxfidu+Sxfade

Passo z Sia get .c . g' fitfz oppure g= fitfa se fitfa=0
, g= Xi su Ei

Prendo (91.n) , 192 .
n)c] t

.C . Gin "fe e gain fa (per il lemma

AxeX fi(+ fz(x) =0 => gin(X)=gzn(x)= g(x)= 0 = g,
n(X) +g2,

n(x)-g(x)
fi(x + fz(X)>0 => fi(N+fz(x)yg(x) = 7n() +c

. Gin(x) +92 .
n(x)),g(x)fn>n(x)

Vi sia Ein =xEi(gin() +g2.
n(x)>g(x) = (i)

Allora Ein "Ei = M(Ein) > MCEil

/fi + (f2 = (gin +S92n = (gin+ g2n = /[xi Hen = [diM(Ein) n+8 IxiMEil = Sg
doe Sfi + Sfz Sg

=> Sfi +/faSfitfa Perche If = suplig 1979 , gaf sefso ,g=f=o altrimentil

Oss Sia FCX t
.c .
FEM

,
EEF Vale Mel=0

, FEM ,FeEvale McEl= 1

Quindi FEM e anzi FEM completamentodiM = If non emisurabile

Avora (x1+du= 0 e (H= du=0 ma(x1+ + 1+ du= (xdu=u(x)
(In realto

,
basta FeX +

.
c

. Supime/em , Eff< infIMcel/eeM ,FEE))
NOTA sef non e misurabile, si chiama integrale inferiore di Lebesque



Teorema di convergenza 
monotona (Beppo Levi)

Lemma di 
Fatou

Sanofix
o

,misurabili
tcna

DIMOSTRAZIONE

sup /fr =Sf per monotonia

Rimane ladisuguaglianza Opposta
Sia geY +

.
c

. gif Sefto , g= o altrimenti : g=Ci su Ei

ExeX fr(x) f(x) = Jn() : En(t,g()name

Siano Fin Ein=xEilfr(g(x=Mil ,
allora Ein "EiM(Ein)MEil

=> Sfn = SIxiHein = IXiMEin]
Per n+o

, Sup(fnIxiM(Eil = Sg

Sanmisbiindu
DIMOSTRAZIONE

Data (an)
, minfan =Supf

Pongo Gn() := inffm()[fr(x) , per cuign() f(x) := limit fr(x)
myn

Quindi

limint (fndu liminf(Indu = ein/gndu=f du
convergenzamonotona

esempio fr =-"O
,

ma

- O = Irfndx # Spodx= o

Oss·Afdr+O = fixc+O M-90 .

xeX
· letro du=+ se McElO
· JefdM =o se Mel= o lanche se f=+o

· (Markovl MKXeX : F(x=ms)= Sxfde
· f = 0 M-9 .

0
.
xee Sefdu=0

· Date Fn : X - To ,
+o] misurabili

-

kfndu =Sfndu (commontfnfn)
·Data f

,
Feel
El:= Sef de l unamisura (si indica spesso ful



Integrazione di funzioni a valori in

Def.

Teorema di convergenza 
dominata (Lebesgue)

Lemma 1

F

Data f : X -misurabile, pongo
SxfdM := Sf+dM-Sxf-du

se almeno uno tra [xf+M , Sxfdu e finito.
In tal caso, dico che f e integrabile.

Dico che f e sommabile lo L'I se IlfIli= (IfidM = Sxf+dM+ Sxf-duc+0.

Siano fr :X-Emisurabili tale che

(fn() of(x) M-9.0
.

x

viil esiste go ,
misurabile con SxgdM+

Alloragu
DIMOSTRAZIONE

fr> -g = fr+gz0, quindi posso applicareFatou :

limint (Sxfn+gdu) (x Liminf(fn+g) du = Sxfdu+ 1gdu
=> limint (xFnduSxfde

Analogamente , poiche fr Eg ,
ciol g-fr>o

, segue che

eimsupSxfndu = Suf de

IY
,
dl spazio metrico .

Y ecompletoy yn-

DIMOSTRAZIONE

#Data lynyYetimnan7n +
.
C

.

-

si ha diym .Yn)dynt ,yn)=dyn ,y
=> (Yn) e diCauchy quindiconverge

M
(E) Sia (Yn) diCauchy :Fk Jnk t .

c
. diyn ,Ym) =

2 n ,
M> nk

In particolare posso prendere nu crescenti
,
quindi diyn ,Anal = 2. Uk

Quindiyn
,
Yul= (ynconverge (yn converge



Proposizione

Def.

Lemma 2 Sia Y spazio normato

=>
amDIMOSTRAZIONE

+ ym= zn,

si na dymte ,ym) = Ilym-ymIl= Ilzntill dyn ,yn)=zn+ill+0

quindi per il lemma 1 zn converge.
(E) Sia (yn) diCauchy :Vl Jnr t .

c
. Ilyn-ymll Im Fr ,

Mank

In particolare posso prendere nu crescenti
,
quindi llyna-Yall = 2-fk

Sia Ora zk = Ynut-Ym :Valezullmyn-y converse
=> (Ynk) converge => (yn) converge

2)(: = (f :X -R misurabili t .c
.

Il/In := (x1f/dmc+o)

Leunospazio
vettoriale e Ill c una Seminoma

(2) IlfIn =0 f=0 M-9. 0.

(4) 2751 SfdueR e lineare

15PMi
DIMOSTRAZIONE

(5) Uso il lemma 2

A
=>xeXiNfr Converge (a F(x)

Spongo F = 0 Sun)
LDimostro che fr F

N + +0

Usando il teorema di convergenza dominata

↓ Ifn(x-F(x)/dM(x)wa+ 0

pache /F()-f(f()f()f(x) =ig() eL(x)



Def.

Integrazione di funzioni a valori vettoriali (integrale di Bochner)

Proposizione

Sia V spazio di Banach separabile e f :X -Vmisurabile

Se V ha dimensione finita
, /xfdu sidefinisce scegliendo

una base diV e integrando lecomponentidi f

Vogliamo definite Sxf du Calmeno se fel'
,
cioe (x/f(/vdM(x+3)

Parto dall'integrale delle funzioni semplici elo estendo "percontinuita ,

Perogni f :X -V misurabile
, IIf/11= If(x)/vdu)

Inotare che X1 > /f(XIv e misurabile

2(XV: =(f :X >Vmisurabile con 11f/11+00
L'(X

,
VI :=

2XVI
~ e uno spaziodiBanach con 11 . II

3)X
,
VI : = IfeL' ,

VI con Im(f)=V finito ? =

=fix iVIf=ite con I finito , LeilCu
, KicV ,McEl+Vil

Ifunzioni semplici in L'avalori inVI

Per fe YXVI , pongo
↓ fdu:=iM(Eil

Oss Y e sottospazio diL'e anche di LI

OSS . ZXiM/Eil non dipende dalla scelta di /Eis e Kil
· T : S - e lineare

81 > Afdr
· Ikfdu( = ITI) Ive IIfIIn

cuso che /ZxiVilt =ZkilWilf)

V,W spazi normati ,
T :V-W lineare

Sono fatti equivalenti :

(i) T e uniformemente continua

Li T e continua

Lui T e continua in 0

(i) 7 m>0 +c . IITUI =MIWIIv FreV (limitatezza)
(v) sup /Trlw+&

Wel

DIMOSTRAZIONE

(i) = (ii) =(ii) Chiareo

(iv)=I SupITvw = Mc+O
III

N = (iv) chiaro

(iv) =>()/To-Tew = ITI-WIIM10-wi Fowev
((VI 7530 : IS/Talw

Dato veV
,
considero v= e

=> 12/TE =ITVSup
NOTA 11TI : = Sup ITulv

NIV = 1



Proposizione

Lemma

Corollario

Sia 1Z
,
d) spazio metrico completo.

Dati CnZ chiusi non voti tali che

(i) CosCC2 ...

(ii) diam((n)
n -+00

Allora lC contiene uno eun solo puntoF.

DIMOSTRAZIONE

An Sia XnECn

Allora per (ii) (1) e diCauchylim=

Ora FeCnfn= Fenn :

infatti
,
se perassudo In :FCn= Isso : Bl

,
Sinc=d

=> Bi,SinCh= AnanNn-ElzSAnan ↳

L'unicit segue dal fatto che

FECn En = Cn <B(F
,
diam(n))= 1Cn cB(F

,
diam(n)= (*)

Sia (Y
,
dyl spazio metrico

,
(Z

,
del spazio metrico completo

DcY denso in Y
,
F :Dz uniformemente continua

Allora F! F : Y >z uniformemente continua estensionedi F.

DIMOSTRAZIONE

Passo 1 Costruzione di F

funif .
continua=E 75= S12) tc. diyo

. Y1) =S = d)f(yo) ·flyl) E

VyeYn sia Ch= f(Bly,Sin)nD)
allora diam f(B(y,Sn) 1D) = in = diamh
C... e Cr** An

Per il lemma
, 1Ci =: (F(y))

Passo 2 F = f su D

Infatti
, se yeD , fly)echnflyle = f(y) =F(y)

Passo 3 F e Uniformemente continua

Mostro che diyo ,YelSa)dif(yd .fly) An

Dati Yo ,y ,EY +
.c .diyo ,Ye = ESCnt

prendo yo ,yiD+c
. diyo ,Yo) ,dy. ,Gil Sent

=> d(yo ,yi)[S(n) => dif(yo) , f(yil) I
Ora flydCit => flys) ,FlydCd(f(ys) ,F(yd)diamCh
Analogamente d(f(Yi) ,F(yi))I
=> d(F(yd)

,Flyl)

Siano V. W spazi normati ,
W di Banach.

Sia DeY sottospazio denso diY,
Data T :D > W continua e lineare,

7.F : V -Westensione lineare diT



Lemma

Teorema

Corollario

Corollario

DataparbidesADIMOSTRAZIONE

Prendo (yn)cV densa kon un= 0 Fn) ,
nx1

Definisco per ricorsione Anch

An = Blyn , Elyn/)Am
Oss FyeBlyn ,ElynI) >An

,
vale

11y-Yn/lv = EllynIIv= 1181Iv
Oss An e una partizione BorelianadiV-40

Intaltdatoyyndyc.
Oss Posto E:= f(0)

,
En :=fAn) An ,

4 En> e una paretizione misurabile diX
~ +

Pongo g=yHen (non sta in J
,
ma quasi An

+

115-1 = (1f-=f-du=If -yn/dum =

IMin If
=> f* = (f :XVIf=En ,

/Enbac
, KnycVe ElnIMlEn+ol

edenso in L'

Infine & e approssimata dalle sue troncate in L' :

L

dataraisea
DIMOSTRAZIONE

Poche ITfIvEIIfIle
,
T e uniformemente continua

Siccome SCX, VI e denso in L'CX
,
VI

,

si attiene latesi

Data feL'IX
,
VI e data qualunque (fr) c JX, V

t
.c .
En If

,
valeche Sfndu-Sxfder.

Siano Sn :X-V misurabili t
.
c.

(i) fn() -f(x) M-9.0 .xeX

(ii) 79: X > R positivamisurabile t
.c

. Ifn(/v =g(x) XX En.
Allora fr L

- f.

DIMOSTRAZIONE

ISxfndu-Sxfdu) = (Sx(fn-fldM) = SxIfn-flam 10

per convergenza dominata

poiche Ifn(x)-f(x)(/f(x))+ If(x) =2g(x) .



Costruzione di misure

Def.

Def.

Teorema

Sia Xinsieme
, M : P(X) -To ,+ros si dice misura esterna

Lo misura r-subadditival se

(i) Mdl= O

(ii) AB= M(A)= M(B) (monotonial

(ii AnAnM(A)M(An) It-subadditivita

EX sidice misurabile secondo Caratheodory 10 M-misurabile) so

FAEX MAREI+MCAnEY = MCA)
↳ segue da (iii)
M=Mr :=M-misurabili

DIMOSTRAZIONEMade
t

(a) yeu immediato

(b) EeM= Eeu immediato

( E
,
Ezem= E= EUEzeM

MCANEL +MIAnEY IMCAnE) +MCAn(EzE) +MIAnEinEs)
17

Ezel Freu MAnEanEi
V

=Are +M(Are,MIA)
=>M e un'algebra

(d) Dati E
,
-

,
En e I disgiunti con unione E

,
FACX vale

MCAnEn +MIAnEz)+... +MCAnEN) +MCAnE" =M(A) (*)

pere induzione sun

elDati /End M disgiunti con unione E
, FACX vale

*

(**)MAMAMMIANEN) +MIANEY
Prendo il sup su N e concludo

I MALMArentMareymiarel tranetErecT-sub
.unmera

esempio MIA)= 1 VA+Q

Allora Mu= 10 ,X4



Teorema di 
Caratheodory

X spazio metrico, umisura esterna suX

additiva suidistanti
,
cioe M(A1)+M(A2)= MCAUA2)

distdaIxAkeAl.

Basta far vedere che ogni Echiuso appartieneaM
An= 0

,
1

,
2

, ..., Pongo Fr := ExeX/n = disten
,
El<)

Oss Fn disgiunti ,
Fn

,
Em distanti se In-m/32

UFn = El perche E=E = [xeX/d( ,
El =03

nM(F) =Mn) = M(UFn)

Prendendo il sup se N:M(Fn) M(UFn)= MCEY
Allo stesso modo:

nM(AF =M(AF) =M(AUFn) = M(A)=ZariM(AnFn)=M(A)

Analogamentespari MCAnFn)MCA)
In particulare :

MCAnFn]zMCA
Devo mostrare cheFACX : MCAnE) +MIAnEY = M/A),eposso supporteMCA)+0

Ora MCAnEl +McAre" = MCAnE)+MIAn(F)
=>MIANE) +MCAnEn) +M(AnnFn) = MCAn(EuEn)) +MINAnFn)

distanti·
-> M(A) +mM(AnFn)

g



Costruzione di Caratheodory di una misura esterna

Proposizione

Proposizione

Def.

SiaYP(X)
,

conDef .

Sia g :7To
,
+O) t .

c . g(0)= o (funzione digauge
Definisco FACX

MIA) := inf)g(Ai) /A:4c7 ricoprimento numerabilediAl
Se A non ammette ricoprimenti

, MCA)= infy= +&

M e una misura esterna

imisura esterna associata a Jeg).

DIMOSTRAZIONE

4)M(d) =0 percheef , gla =o

(2) ACA' => MCA) =MCA) perche un ricoprimento ammissibile per Al

lo e anche per A

(3) AcUAn = MCA)= M(An)
Poss supporte IMCAn+r

.
Dato Es0

,
En prendo Ali

un ricoprimento ammissibile di An t
.C.

&PAIM(An) +
E

2m

Allora 'Alin e un ricoprimento ammissibile di A
-

=>UALS(A) = ZIgA)= M(An)+=M(An) + E

Oss Se 7 echiusa per unioni numerabili e y emonotona e -subadditiva,
allora u(A) = inflg(e)/EeJ ,AcEl
e inparticulare MCA)= gCA) se AEF

,

ciol M e un'estensione di g

JPIX) sidice anello se e non vuoto e chiuso per la operazioni di

unione finita, intersezione finita e differenza insimistica

Oss Se XEF
,
allora 7 e un'algebra.

Se f e un anello e g e additiva suF,
allora Mr=7(quindiMr = r-algebra generatadaF).

DIMOSTRAZIONE

Dato ECJ ,
AcX

,
devo far vedere che MATE)+MAREY = MCA)

Sia [Ei) =7 un ricoprimento ammissibile perA

Quindi /EinEl=7 e un ric
.

ammissibile per Are
,
/Eine[f per AnE

Allora MArEl+MCAne Ig(EinEl + glEinE4=g(Ei
Prendendo l'inf sui ricoprimenti , MARE) +MCArE = MCA)

Oss Se X e spazio topologico e F= BN)
,

allora

u e regolare esternamente sui boreliani /Borel-regolare dall'esterna
FACX JEEBIN : AcE eMCAl= McEl

DIMOSTRAZIONE

Prendo una successione /Ei, di ric
.
Ammissibili di A

t
.
C

. Ig(E) >McAl .

Prendo E= IE).



Costruzione della misura di Lebesgue su Rad
Prendo F = /R= IX-XId rettangolo d-dimensionale con assi paralleli

agli assicoordinati
,

con I:Rintervallo qualsiasil
g(RI:= hugh([ (volume d-dimensional

Sia e la misura associataF e p e Mr gli insiemi-misurabili .
Allora

M e Borel-regolare dall'esterno
· Mr2BIR) perche uladditiva suidistanti

DIMOSTRAZIONE

Fisso S20 e pongo Js = [Ref/diam(Iil ISI
Prendo y come prima econsidero Ms associataFs eg :

(i Ms = Me (ii) Ms eadditiva sugli insiemi che distano > dS

il e immediatoche Ms M poiche Is=J
Ms IM segue dal lemma

Dato REJ posso scrivere R= UR; numer
.

Con Riefs e g(r)=g(rj)
j

d= 1 : I=YIj con Ij= In[jS , (jt1)S)
siverifica che lungh(1)= lungh(Ij)

(ii) seguedal lemma

Se A
.. Azc e dist(A.

,
Als e REFs

,
allora R interseca

al pil uno tra A. e Az (perche diam(R)[S).
Allora

,
se /Rib=Es e un ricoprimento ammissibile per A :UAz,

allora [ri/RinA4e Iz = /RinAz+Y sono t
.c

.

I
. nIz= 0

,
IUlaCle

↳Ril(Ril+RilMs(Al + Ms (Aa)
Passando all'inf sui ricoprimenti , MS(A,uAn) = Ms(Al + Ms(A2)

· MCRI=ungh(I) =Vol(R) (se costruiscousuQ , M(r)=0
DIMOSTRAZIONE

Prendo F = /REF
,

Rapertos,y come prima
-

e indico con e lamisuraassociataa7 eg
( E' Orvio che>e mavale=u

segue dal fatto che :

FREJ con Vol(R)+o VEso FRE +.c
.

RCR' eVolrlavolir) te

(ii) SeRe compatto
,M(R) =VolIR) C ! non ci sono rettangoli compatti inQ tranne i puntil

Infacti M(R)=/R) = inf(volcRi) /(Ri><] ric. numerabiledi R4 =

N

= inflvolRi) /(Ri><7 ric
.

Finito di R4

Inoltre datoREF
,

Rc.URi finita,
Rief

,
allora Voll) IVOR(Ri)

Consideriamo Rcompatto,
R:aparti lanoibasta

d= 1 : RiRiRiR Tab] URij b-a = An-ap=-,unghR

Quindi vol(RIM(R)=(R)VolR)

Si dimostra per R compatto, poi si usa che FR
Vol(R) = Sup /volCRI) / R'compatto ,

R'cRI



· VAcIY MIAl= influcel/E aperto ,
ExAl

,
ciol u e regolare sugliaperti dall'esterno

Se MIA)=+o
,
allora MIEl=+ n VE aperto ,

Es A.
-

Se MIA)+ 0, per definizione F/Ei) cf ric .
di E t

.
c

. ZplEil IMAlte
Allora E := UE; e aperto e MCEIMCA)+E

i

· VAEMM M(Al= SUPhMIKL/ Kcompatto ,
KAl

Poiche Mu e una r-algebra ,
A Mu e MLA = inf/u(El/E aperto ,

EsAl
Quindi,dato 210,esiste E aperto+c

.

Est
, MIELAY E

Poiche MEL = MIEnA) +MIEnA) = M/E ,Al +M/A) ,
atteniamo

MIA-E = MIEL-MIAYIE .

Se A e limitato
,
allora E e compatto.

Se A non e limitato, bastaconsiderare An:= AnBlon)AM(An)YMCA).
Dunque ,

dato so
, Jn +

.c . MIAnM(A)-E.
Ora basta applicare quanto sopra al limitato An.

· VAEMm Feso esiste aperto ,
Cchiuso t

.
C

.

CEACE e MeiCIE



Misure di Hausdorff

Lemma

Sia X spazio metrico, do
,
Selo

,
+)

Lla misura di Hausdorff O-dimensionale e (E) =#E)

Pongo GalEl:= (diamE)a
Js := (E =X/diamIEl =S)

e pongo H8 : =Mys
. sa

(pre-misuradi Hausdorff)
doe H8= inf)Idiam(Eil)/(Eis ric

. numdi E
,

diam(Eil =S)
Infine pongo
HE= SupHE)= HE)

Ho e una misura esterna (per Caratheodory
Inoltre

,
se distle

,
El> S

,
allora HEUEl = HSE) +HoEl

Infatti
,
El Chiara;

per (3)
,
se /Eil ric

.

di EvE'
,
sia I=1 i : Einerol

,
I'= hi : Eine+04

,

allora Inl' = 0 = [ (diam(Eillddiam(Eil" + I (diam(Eil)"Ho(E) +HE'
EI

Passando all'inf sui ricoprimenti , ottengo la disuguaglianza.
Ne segue che 1% e una misura esterna e 19 e additiva suidistanti.

In particulare B(X) =Ma = 19 e r-additiva suiBoreliani

Sia G una famiglia di misure esterne.

Sia x= supe.
MEGAllora X e una misura esterna su X.

DIMOSTRAZIONE

· Nd1 = 0 : chiaro

· AB = M(A) [M(B) Freg = XA) = NB

· AAnMA)M(An Freg = XA)An

Nota Se de intero
,

la definizione di 11
%

lediHs) include
la costante di rinormalizzazioned

con Xd:= volume dellapalla2d
Koe (8= inf -.. 4) unitaria inR&

Grazie a questo ,
79 =2 supe (non lo dimostriamo : dis

.
isodiametrica+ ricoprimental

79
,
29 sono misure sui Boreliani invarianti per traslazione e finite sui limitati

=> Cedremo poil 1
%

= 229

NOTA Nulla cambia se nella definizionedi78 sostituisco Is con:

Zs/chiusik
,
Foelaperetil,

Ese/chiusiconvessis,
fo e /aperti convessis (X spazio normatol

Ma cambia qualcosa se considero Fse/palle chiuse
Intal caso siottiene lamisuradiHausdorff sterica7

DIMOSTRAZIONE

(al segue da FEcX diam(El =diam(E)

Sel Eil ric .
num.di E = (Eib ric .

num
.
diE e Zidiam(Eill" = I (diam(Ei))9

[

(b) FECX Faso Ja aperto t
.c

. EcA
,
diam(A) diam(E) +E

(a)EcX
,
diam(convIEl) = diam(E)

(d) come i punti precedenti



Lemma

Corollario

Riguardo ad le
,

non e vero che ogni ECX e contenuto in

una pallachiusaB con diam(El= diam(B)

esempio in R2

E

Tuttavia FEcX JB palla chiusa t
.
c

.

EcB
,
diam(El = diam(B)=zdiam(E)

=> H& (E) I HICE) = 29HEL

Oss 18 e Borel-regolare dall'esterno
e quindi anche 14

%
e Borel-regolare dall'esterno

Sia Guna famiglia numerabile dimisure esterne

su X Borel-regolari dall'esterno.
Allora X= SupM e Borel-regolare dall'esterno.

MEG

DIMOSTRAZIONE

Sia G= /Mnkne e Dia Ecl
.

Fisso E30:

FnEN JEneBIX
,
EzEn to Mn(Enl = MnCE) +E EXEl+ E

Definiso F :=EnEB(X) :

An Mn(F) =Mn(En) = NIEltE

Passando al sup sun
,
XIFIXE)+= X Borel-regolare dall'esterno

esempio Il lemma non vale in generale se G epi che numerabile

Oss H = SUPH5 = SP He
Oss f : X > Y L-Lipschitz .

Allora

FECX HILE) = LHILE)
(Segue dal fatto che diam(f(EI) = (diam(E)
Sef : X 1 Y e bilipschitz con costanti L ,

L'
,
cioe

L'dx(x
,y) = dy(f(x)

,f(y)) = (dx(x
,y) ,

allora (dHe(E) = Hi1f(Ell = LHYCE)
In particulare

,
se fe isometria

,
allora H%FIEI = H%E)

79 suR e invariante per traslazioni e rotazioni,
e H9(xE) = X

* H9E)
.



Lemma

NOTA Dato d intero
,
ci sono tante altre misure d-dimensionali

ma in generale coincidono su/R e su ogni I superficie
d-dimensionale in IR"(o anche [ varieta Riemanniana).

Sia I superficie d-dimensionale in R.

Sia u misuradiBorel su 2 t.
c. Feso JS>0

t
.c

.
dato Uaperto di Z

,
5 : InURS-isometria

Loe isd) =/f()-f(x)/ = (1+Sidz(,
X'l)

,

allora VE 1
1+ 2M(E) = 29(f(El) = (1+2) M(E) .

Allora M=H%

DIMOSTRAZIONE

Osserviamo cheHa soddista la tesi ; mostriamo che u e unica

Siano M , M2 come per ipotesi, ECI Borel.

Fissiamo E30 e siaS dato dall'ipotesi.

Copriamo I con aparti Vit.
c.fi : Ui > RS-isometria

Scriviamo E = UEi con EicUi .
Allora

l 1 2 (FilEil) [Ma(Eil1 (hte) 29/fiCEil)1+E
2 (fi(Ei)) =M(Ei) [ (h+ e) 29/fiCEil)

, 142

=> ca Multil [Maltil Intel Mittil= MalEl [MalEl [ (HEl2MilEl
Prendendo il limite E >o

,
Otteniamo M.(E) = M2(E).

Oss Le S-isometrie esistono sempre lad esempio la proiezione sue tangente).

HE +0 = HE) =0 Edd +& -

(Eis ric.
.
Num

.

di E con diam(Eil =S,
allora (diamleasdd(diam/E:))a I
HE1>0 = HdEl=+ Add - d

d*

d:=dimH(E) dimensione di Hausdorff
-

Se o H%El < + ro
,
allora d =d

Ex Sef : X -Y e x-Holder di Costante L
,

allora felHE)

=> data V : to , 17 - To ,
132 Surgettiva,

allora l'asponentedi Holder di j e&
Lla curva di Peanoe-Holder)

E Dimostrare che H'(50
, 13) = 1

Dimostrareche 1950
, 17%+cod intero

dimR =d

dimC =8 Linsieme diCantor



Teorema delle classi monotone

Def.

Sia le misura su B(50 , 11) tc
. M(Ta ,b))=b-a Foralbel Em= 2.

Tentativodi dimostrazione:

Sia F = (EEB([0 ,13)/M(El= Likely
Se mostro chef e una r-algebra,ho finito, perche
↳ intervalli s <7 B(TO ,1)= F=B(50

,
13)

E facile mostrare che
· XeF
·Af =Af
· Tchiuso per unione numerabile crescente
· Tchiuso per intersezione numerabile decrescente
· y chiuso per unione numerabile disgiunta

Non e orvio che 7 sia chiuso per intersezione finita /o unionel

G = P(X) e un -sistema (o sistema di Dynkin) se

"I XEG
(2) A,EG ,

ACA = -AEG
(3) (AnneNEG ,AntAEG

Consequenze
(4) G e chiuso per complementare (per (1) e (2)

151G e chiuso per unione disgiunta Finita :

A
,AzEG ,

AirAz== (AuAz)" = (All'Az eg perche Az=A
⑭ # AiUAzEG

(6)G e chiuso per intersezione decrescente:

(AnlCG ,An-Ang ,
AnAeg AEG

(7) G e chiuso per unione disgiunta numerabile :

(AnlG disgiunti Br=AiGi eBinAneg

Oss MancaG chiuso per intersezione finita lo equivalentemente
unione finital

esempio (R,) spaziodiprobabilita per lancio di zmonete

con R=TT
,

To
,
CT

,CC)
,

J =P(r)
P probabilita per lanci indipendenti :Qc. zo lancio e uguale al 10

col P(ITTh) =P(ITCH =P(ICTH) =P(ICC)= t
QUITTY= QUCCH= E

,
QUTCH =QUICTH) =0

LAEF : PLA) =Q(A)) = [hTT ,Tch , ITT ,
CTh

, [CT ,
cck

, hic ,
ach

,
0 ,
22

e un-sistema ma non una s-algebra (non e chiuso per intersez .Finital



Teorema (Lemma di 
Dynkin, π-λ theorem)

Def.

Teorema

Oss Intersezione di una famiglia qualunque diX-sistemi suX

e un X-sistema suX.

Quindi, dato J= PN), esiste il pil piccolo X-sistema

che contiene7, che indichiamo /17).

Oss (f) =5(7)

Se ye chiusa per intersezione finita,
allora x(7)=5(7).

DIMOSTRAZIONE

Basta dimostrare che71 e una r-algebra,
anzi,che7) echiusa per intersezione finita.

PASSO 1 AEf ,
BENE= AnBeNE)

Sia Ga=BENE) : AnBENECNE)
Se dimostro chega e un X-sistema e FeGa ,

allora Ga=7)
·=g :Bef=AnBeff)
· Vega A

· B
.Bega ,

BCB' : AnlB'Bl = (AnBI)AnBl
n R

e AnBcAnBi (1) NE) #
B B'B

=> An(Biblef) = BluBega
· (BnCGA ,

BnTB : AnBnEX(fl
,
AnBnYAnB

=> AnBela) eBega
PASSO2 A. Bex(f)= AnBeX(f)

Analogo al passo 1
.

G e una classe monotona se echiuso per unione numerabile crescente

e intersezione numerabile decrescente.

Oss Dato J = P(X)
,

esiste lapi piccola classemonotona che
contienef ; la indico con m(7).
Vale mil =+(7).

Sey e un'algebra ,
allora m(7)=517).



Teorema

Corollario

SiaM r-algebra su X generata daJ ,
M=+(*),

con o chiuso per intersezione.

Siano M ..M2 misure su il tali che
· M . (A) = Mz(A) FAEF
· Me(X)=Mz(X)+0

Allora Mi=M2 su M.

DIMOSTRAZIONE

Sia G=EeM/MICE)=Malely
Mostro che G e unX-sistema ; per ipotesi&Ga ,

quindi
G2N(f) = +(y) =M = g=M.

Ge un X-sistema :

· XeG peripotesi
·BBEG ,

BCB'= MilBl=Mz(B) ,MilBll=MzlB'
=> MLB'Bl = MilB') -MilBl= Ma (Bll-MalBl=MalB'iB)=BlBeG

· (BnCG , BnYB= MilBl =Sup MilBn)=SupMzlBn)= Ma(B) =Beg

Siano M, 12 misore finite su BIR) taliche

Mll-8 ,
92)= Mall-00 ,

all Fact.
Allora M .

=M2 (la funzionediripartizione determina
univocamente la misural.

DIMOSTRAZIONE

Sia F = 4)-0 .9) /aeR4
,
allora BIR)= 5(7)

e f echiuso per intersezione.
-

Max= Utro
,
n) = Mi(X) = Ma(X).

n= 0

Per Teorema
, Mi=M2

esempio Esiste X spazio metrico compatto e

M, 12 misurediprobabilita su BIX) t
.c.

MilB(x ,
(=Ma(B(ir) fair ma MiM2

Non siapplicaiTeorema perche
F = /pallechiuse/ genera BIXI ma non echiuso per intersezione.

SeXcR, e vero chedue misure finite che coincidono

sulle palle sono uguali sui boreliani.



Corollario 

Corollario 

Corollario 

Regolarità delle misure di Borel

Proposizione

SiaM r-algebra su X generata daJ ,
M=+(*),

con o chiuso per intersezione.

Siano Mi , M2 misure su il tali che

(a) Mi(A)=M2(A) VAEY
(b) J(Bn)cq t

.
c

. MilBn) =Mz(Bn) <+0 An

eBr = X

Allora Mr=N2 .

DIMOSTRAZIONE

Basta applicare il Teorema a M. LBn eMzLBn En

La misura di Lebesque 29 e l'unica misura
UseBlt) tale che MIR)=Vold(R) FR= IRA rettangolo.

29 e l'unica misura esternaBorel regolare u
surd tale che MIR) =Vol(RI VRrettangolo.

DIMOSTRAZIONE

Supponendo Mu>BCR), seguedalcorollario precedente
e dalla regolarita.

SiaX spazio metrico, umisurafinita su B(X).

Allora VEEBIXI MIEL = inflMcal/A aperto ,
As El

'regolarita dall'esterno con gli apertil

DIMOSTRAZIONE

VEEB(X) SiaCel := inf(Mcal/A aperto ,
As El

Oss ir e la misura esterna data dalla costruzione di Caratheodory
con F= /Apertis , gIE) =MIA) ,

osservando che ZulAil-MCUAI)
Oss u e additiva sui distanti = BN)Mi

se distre E2) = Slo
, per i= 1

,
2 Bi = -intorno di Ei=Be

Bi aparti ,
BirBz = 0 eBisEi

VA apertoEver

MALMArBil + MCAnba) t MCEl+CEs
Y

En Ez

Prendendo inf su A
, Ottengo EverCeltCEa) ,

quindi/Ever=(El+Ed
=> Me e sono misure su BIXI che coincidono su F = /apertil,
chiuso per intersezione M=i su B(X)



Proposizione

Lemma

Sia X spazio metrico, umisura finitasu BIX).

Allora FEEBIN)

MIEl = Sup(M(c))Cchinso ,Cel
e

,
se X e separabile,

MEL= Sup[M(C)/(chiuso e tot. limitato, CCE).
Se X e completo,
MIEl= SupMkII Kcompatto , KcEl .

DIMOSTRAZIONE

1) MIE" = infEMCA)(A aperto ,
AsEl

=UEl = M(X) -M(EP= SUP(M(X)-MCA) / A aperto
,
AsE=

= Sup(M(C)/Cchinso , CCES .

(2)

FEEBIXI ,
Vezo

,
J'cE totalmente limitato

t
.
C

. MEMCEl-E .
(Se E e chiuso, posso prendere E'chiusol.

DIMOSTRAZIONE

Sia (k) densain X.

AlloraK X=UBnE= EnB(ni)
N

k kVN Sia ererblni) , Ente eMienMiel
=> INk t

.C. MENMCEl-
Prendo E = 1EEC unione finitadipalle di raggio Ak

=> E' tot
.

limitato

EEEEk

commenti

I Ex Data M misura finita su X
Sia supp(u) il pil piccolo chinso C t

.
c. M(XIC) = 0

Allora supp(u) e separabile

(2)El = inf (MCA) la Aperto
,
As El

C chiuso, CeMu : non serve spazio metrico
,
basta di meno

13 Se ul non e finita ?

Per esempio , Mo-finita : Prop 1 e falsa

X= [0 , 1)
, M= [Sun con Ens denso inX

=> MIA) = +o YA mau((xy)= 4
Tuttavia, sotto opportune ipotesi ,

vale sia Prop .

1 che z

lanzi VEeB(XI Jaaperto ,

Cchiuso CCECA +
.
c

. MAC) =El

Ad esempio ,
basta che

In aperati t .c . M(Xn)+ 0,
XnX e Kn>-En



misure prodotto

Lemma

Lemma

Teorema

Siano (X
,
M.,Mil ,

(Xz ,
Ma

, Mal spazi di misura.

M =Mixilla s-algebra prodotto su X=Xix = 5(7)
con F=EXEa/EneM ,

EzeMal

Dico che le misura su M e una misura prodotto se

MEXEL = MICEIMaler) FEEM ,
Eyela

(con la conventione (+d . 0 =0

Se u, e us sono finite
,
allora

7. el misora prodotto (M= M.XM2) .

Inoltre FEEM :

al EXEX En := 442/WXfEl eMa
(2) XI1 >MEY) e Mi-misurabile

(3)FEXa Exi=/KiEyeli
(4) 21 >M(Exal e M2-misurabile

(5) M(El = IxMa(EY)dMi = SMe(Ex)dMz(z) .

Supponendo solo Mafinita , valgono (11 e (2) FEEM.

DIMOSTRAZIONE

Sia G= /Eec/vale(1)e(2)
· G e un X-sistema :

XeG chiaro

(2) AAEG= (AYey = (A) - AY = (A -Al* EG
M((A"A)Y ) = Mz((A)(*) -Ma(AY)

(3) facile
· Go7 ovrio

· y chiuso per intersezione

=> Gxx(y) =5(y) =M =G=M

Feel sia

El = Sex
e
Ma(EY) dM(x) .

Allorae e ben definita ed e una misura

Ced e una misura prodottol.

DIMOSTRAZIONE

Sia (Enycul disgiunti con E=En
ZEn=exMa(EV)dea,Ma(EldMi = SeMalEYdMi=El



Teorema

DIMOSTRAZIONE (TEO

UNICITA : date menmisure prodotto
,
allora

per definizione Me i coincidono su 7 generatoridic
che e chiusoperintersezione e FaX

-

=> M=M su X

ESISTENZA segue dal lemma

III
,
(2)

,
(3)

,
(a) seguono dal lemma

(5) segue dai lemmi.

Senza l'ipotesidifinitezza, pud succedere che

sia , sia E siano ben definite ma non coincidono

esempio X=X2 = [0 , 1 ,
Me

,
Ma = B()

, Mr = 2
, Ma

= 70
X2a

M(D) = (M2((x))dx = 1

> XI (D) = 0

Oss Il Teorema vale anche seM., M2 a-finite .
(EX

Oss MixMa puo non essere completa, anche se M , e Ma lo sono

esempio X= Xz =[0
, 17

,
Mi=Uz =MLeb Mr=Ma = 21

E= EXEy con Enemies = EMleb

ma E e contenuto nel segmento, che ha misura nulla.

Se prendo il ,i completamento diM , u :

Se u, e Ma sono finite
,
allora

7. el misora prodotto (M= M.XM2).

Inoltre FEeUt :

a M-9.
0

. XIEX Ex := (42/WE) ema
(2) XII >MEY) e Mi-misurabile a meno dimisura nulla

(3) M2-9 .0.XEX2 Exi= /KaleEyeli
(4) X21 >M(Ex) e Mz-misurabile a meno dimisura nulla

(5) M(El = S Ma(EY)dMiI = S MelEx)dMz(z) .

Xi X2



Teorema di 
Fubini-Tonelli 

(V1)

Teorema di 
Fubini-Tonelli 

(V2)

Siano M .. M2 -finite , M=MXM2

Af : X -To ,
+o] M-misurabile

,
allora

I XXEXI fx() :=f(x1
,

·) e M2-misurabile

(2) X11 > If(x ,XaldMza) e M-misurabile
Xz

(3) XXEX2 fr() :=5).) e M,
-misurabile

(4) X1 > (F(Xldu,) e M-misurabile
XI

(5) Sxfde = Sx
. SxzF ,Kaldra Kaldun( = Sz(xif(x ,

x2) de (dM2(x2)

DIMOSTRAZIONE

SiaH := (f :X -To, +g] / valgono (11-151).
·HE FEEM peril Teo. precedente
· Hafunzioni semplicis (He chiuso per somma eprodotto per cost,0
· Hosfunzioni Misurabilis (Hechiuso perconvpuntuale crescente

Sia Sneh An , fnf

EneH = vale (1) :V Fr(
,
) e M2-misurabile

=> Sn(,4f(X,F(X ,) e M2-misurabile

Vale (2) : x11 :Safnl,duz e misurabile

Valeon faa

per conv
.

mon.

de Selfdezde ,

Siano Mi , M2 -finite , M=MXM2
-

Vf :X-IR integrabile ,
allora

I FNEM
, Mi(Nil=0

,
t

.
C

.
VEXiN fx() :=f(x1

,
) e integrabile

(2) /NzX11 > /F(x ,XaldMza) e M-misurabile
Xz

(3) FNEM2
. Mz(N)=0

,
t

.
C

. VXEXz'Na fx() :=f(x) e integrabile
2

(4) /2N2GX2) > Sxf(x ,XaldM(i) e M-misurabile2

(5) Sfdu = Sx
. SuzF ,Kaldra Kaldun( = Sz(xf(x ,x)de(dM2(x2)

DIMOSTRAZIONE

f integrable> (f+du <+ oppor SF-dMc to
= If+M = SxiSaf+(,xalduzaldMi+ 0

=> Sxz ft(X ,XaldMaxal+0 per M. -9.0 . XiEX



Lemma

Teorema di 
Fubini-Tonelli 

(V3)

Siano M 1, M2 +-finite , M=MXMz
,

F Banach separabile
Ff : X -F

, feLIM ,
F)

,
allora

I FNEM
, Mi(Nel=0

,
t

.
C

.
VEXiN fx() :=f(x,ELI(Ma ,

Fl

(2) /NzX11 > /F(x ,XaldMza) e M-misurabile
Xz

BJNzEM2
. Ma(N=0

,
t

.
C

. VXEXaNafx() :=5),ELIM ,
Fl

(4) /2N25X2) > S f(x ,XaldMiXI M-misurabile2
Xi

(5) Sfdu = Sx
. SuzF ,Kaldra Kaldun( = Sz(xif(x ,

x)de dM2(x2)

DIMOSTRAZIONE

felila ,
F = SxIfidM <+

FT VI
=> [xiSa If/dMaMi+
=> Sulf/dMa+ 00 per M2-9. 0

. X ,EX

(X
,
M

, M) ,
F Banach separabile.

Data 5 :X :F
,
sono fatti equivalenti :

f e misurabile
· Tof e misurabile XTEF*

· Tof e misurabile FTEDdenso inF
*

Inoltre FfeL"(M ,
Fl

, TIffdM) = (xTofdM FTeF
*

Per il completamento della misura prodotto, l'enunciato non cambia.



Lemma 1

Lemma  2

Lemma 3 

Proposizione

Casi particolari
Sefn .

meIN Anmo

Sefro o If m

Commenti

Ill Senza ipotesi su f
,
la formula puo non valere

esempio Xi= Xz = 50 , 1)
,
Mi = Mz = B(50

,
1))

, Mr= M2 =L

X2a

1 O

Soffe
,
xald = E FX

4 O
- 1 Sof(

,
Kaldz = -E XeXi

1606 - 4
>

XI Sf+1,x2ldd = Sf() dud= +

(2) Prendo (X
,
Mi

, M1) ,
(Xa

,
Ma

,Mal
Siae lamisura esternasu X data dalla costruzione diCaratheodory

con F=EXEz /EeM ,
EzeMab

, glEiXEzl =MilEi)Ma(Ez

Se M 1, M2 sono finite 10 +-finite),

Mala e M= so il

-Mu(=M=5(7)Ma)

Cel = g(E) FEeq

Date7 e y come nella costruzione diCaratheodory t
.
c.

IIIFchiuso per intersezione finita

(e IF-Fregtc.F,ef gleglenfn
Allora F=Mu (nmisurageneratadaJe g).

DIMOSTRAZIONE (3)

Da (1) e(2) ottengo EMErFn EMCel fecXn=0

=> Freuufn = FoeMe
Infatti

,
dato /Eic] to Ec. UEi ,

Vale glEiglEinFn
N

=> IEileinfn=EineMere MIElsMienf) .

DIMOSTRAZIONE (2)

Devo mostrare che Ve= Exer , (e) =(eixedce glelg(ei
In effetti

, gle) =u(e)[Meil = Egei.
DIMOSTRAZIONE (1)

Segue dal Lemma (3).



Proposizione

(3) Questa costruzione si puo applicare anche nel caso

in cui M,
e Ma non sono o-finite.

Main e i ristrettaal e unamisura prodotto

DIMOSTRAZIONE

Il Lemma 1 s analogo.
Per il Lemma 2

,
devo far vedere che FEEF ,FLEYcE plEl=plEi)

Possiamo supporre [plEi)+0 .

Pongo Y= UEi,z=YE ; restringendo u , eMz ,
sonoo-finite

i

Quindi su XX*la misura prodotto esiste ed eunica.

Pud succedere MELL SxMiCE)dMu(al
-SxMa(EX)dunx)

() Siano (Xi
,
Mi

, Mil ,
itI

, spazidi probabilita
Allora 7! M misuradiprobabilita su M :=Mi

t
.c.Eeq Mel=E MiCEil =MilEi

M=+(7) con7Eil ZeliVi
,
Ei=XiVielil

,

l'finito

sia ye la misura esterna su X=TX: data dalla

costruzione diCaratheodory con 7 e g come sopra
Allora (17cMi = McMi

(2 Feefel= g(e)
cioe VE-Exer

,
fle) =(Eixedce

(h

gle) =Zg(Eil
(*) vale se Xi spazi metrici compatti ,

M :
>Bil

. M : regolari
Usando la regolariza, ci si riduce a dimostrare che

VE =TKi con compatti ,VEj=T Ay con Aij aparti t
.
c. EUEj

vale glEl=g(Ej) (conil TeoremadiTychonov).



misure singolari e assolutamente continue

Def.

Def.

Notazione
· (

,
A

, M) spazio di misura ,
F :X-To

,
+O) misurabile

fu e la misura data da FME) : = Sefde
·Dato Nell

, MLX restrizione di MaX
Sia come misura su X(MLX = 1x M) o

come misura su X' con la s-algebra M'=EEM/ECX
·Dato EEM

,
dico che u e supportata su E seME = 0,

&

ciol M= MLE ,
ciol MCA) = 0 FACE

. Se X spazio topologico I numerabile e MaBIN, il supporto di u e
il pi piccolo chiuso Ct .

c
. Ml e supportata su C

lesiste ; non esiste il pil piccolo EM t
.
c

. M e supportata su El
saleles·

esempio (R
.

Edisa)
,
M=P(X)

, MEL = 420 altrimenti

Siano I
,u misure su IX

,
M).

X e u sono mutualmente singolari lo anche

Xu e singolare rispetto a M /) e scrivo XM se

al X e u sono supportate su due insiemi misurabili disgiunti

Oss III e equivalente a ciascuno dei seguenti :

1) JEeM tc
.

XEl =0
, MEY = o

13) m e supportato su un insieme X-nullo

(4) X e supportato su un insieme M-nullo

esempio SiaX= To
,
1)

,
M = BITO

,
17)

· S
.
12 (suppS=104 , supp2' = 50 ,1])

· H2Q12
Ho * 2

Siano X
,u misure su (X

,
Ull

Dico che l e assolutamente continua rispetto a ll,
e scrivo iM, se

Feel Mel= o = Xel =0

lla definizione ha senso anche per misure esterne

esempio ·SeM ,Xu ,
allorax=0

-

· ful perche MEL =o Sefdu =o

· so [0
, 1] ,

2110
· In generale ,

su X spazio metrico, 1946 se azb
· MiMz ,Nal3MMs (ma M,M M= x)

Oss Date Fr.fz:XTo , +ro]misurabili
, valgono :

· fiMEFzM = fifz M-9 . 0.

· fill Fall => M((X : fz(x)= 0
, f,(x) >04) =0

· fillfall>JE to M-9 .0
.
XeE fil=0

, M-9. 0
.
XeE fa=o



Teorema: 
decomposizione 

di Hahn

Teorema di 
Radon-Nikodym

Lemma 1

OSS · se i u ,
allora fxM Ff

· Se xnMAn ,alloraxnM
· se 7 famigliadi misure X

,
con iM,e= xqX,

alloraiTu
· SeM ,

allora FX1gu FF ,9
· Se Intu An ,

allorain+M
· Sia 7 famiglia di misore X+M,esia = xeX,

-

evero N +M?

Chint : 1°*2%)

Siano X
,e misure su (

,
M) con 1 o-finita.

Allora Jxa
,
ils misure suM t

.c.

1) X=Xa+is

(2) laM
(3) /s +M

Inoltre
,
la decomposizione e unica

Oss Serve 15-finita : sia X= To
,
1)

,

M= Blo
,
1)

,

X= 1°,M= 2!

Siano X
,e misure su (

,
M) con uo-finitaeM.

Allora esiste f :X -To ,+87 misurabile t
.c. X= fM,

unica a meno di insiemi M-nulli.

Oss Serve ur-finita : siaX= [0
,
13

,

M= B(0
,
12) ,

X=2
,M= 140

NOTA f e detta densitdi Radon-Nikodym di I rispetto aM.

Sia X=Natis Con Nau
,
Xs+M.

Alloradato Accl e-nullo t
.
c

.
Xs e supportato su A

Vale Is = /LA e Xa = XLINA).

DIMOSTRAZIONE

Xa(M => xa(A) = 0 = XaLA = 0
=O

FEEC XLACEl = NAnE) = NalAnEl + XsCAnEl = xsCEl

cio XLA = Is

Analogamente ,
XL(XIA) = Na

iP

FEEU XLACEl= XAnEl= NaCAnEl+ XsCACnE) = NaCEl

segue dal fattoaCEnAl= o



Lemma 2

Lemma 3

DIMOSTrazione (Unicit Hahn)

Siano la
,

is un'altra decomposizionediX.

Xs
,
s+M = JA ,'Me-nulli t .c .

issupportata su A,
↓s esupportata su A.

Posso sostitutuire A eA'con AvA' =A

Per il lemma 1 : xs = xL = Xs
,

Xa =XL = Na

SiaFeM chiusaperunione numerabile,
Xmisura finita su ul.

Allora esiste#q t
.c

. FAF ,

NAIA)= 0.

DIMOSTRAZIONE

Sia m=Sup(XA)/A) = X(N+0

=> JAnEf t
.
C

.

XAn)
im

.

Sia #= WAn ,
alloraEF,Anfn=XAlt_XAn) En=) = M

Sia Ora AEZ : Seper assurdo(AIA)>o, allora

AveJe NAvA) = XA) +XA-A)> M ↳

DIMOSTRAZIONE Lesistenza Hahn)

Sia x finita

Prendo F = /AEM/MIA) =0 : peril lemma 2
. JAEF massimale.

Quindi /AIA) =0 FAEF
Definiscos =LA

,
Xa=) : so che ls +M /percheAu-nulld

se per assudoXa M ,
allora FAM-nullo con Na (A)30

=> XA-A)30 %
Sia 1 o-finita.
=>Inele

,
XAnIctoo

,
XXiU) = 0

Posso supporre Xndisgiunti
121n e finita => FAncXnt

.
c

. (XXn)s=EntM ,
(XLXnla=XXniAnl.

considero=Un : XL=IXLAntu e XLX*=XL(nin)M.

Punto chiave : trovare Ec con McElzo e 620 t
.c

. SIMLE) EX
,
cioe SheM?

sia u misura finita,GcIl famiglia disgiuntadi

insiemi di misura strettamente positiva.
Allora IG) = No.

DIMOSTRAZIONE

SiaGn = /Eeg : MIE) * ) "G . Allora
-

·GnIZMIE) EMCEl M(X)
=> IGnk+on gugn etc. IGN



Lemma 4

Lemma  5

Sia u misura finita su (X
,
M)

.

SiaFel t
.c.

(a) J e chiusa per unione numerabile disgiunta
(b) VAEZ

,
FAEMconAcA e McAl >0,

JA] t
.
c

.

AcA' e MCA")> O

Allora Jet .
c

. Face MCA)> McAl e McAll=0.

Idea Asef

Azef
#= A

,UAuAsU ...

75A
, Az Azef

DIMOSTRAZIONE

Prendo f* =/AF : MCA)>0
Prendo y sottofamiglia disgiunta diF* massimale rispetto all'inclusione.

lesiste per il lemma di Zorn).

e finita = G numerabile peril Lemma 3

Prendo = UA : #ef per (a)
AEG

Dato AEE ,
se per assurdo fosse MIAA) 70,

allora FA"CAIA
, A eq con MCA)Lo

Ma allora GuLA"G contraddice lo massimalitdig &

Siano X
,u misure su (X

,
Mi con M finita,XO eM

Allora JEEM con Melso e Sto t
.C.

SIMLE) EX
.

DIMOSTRAZIONE

Fisso S con ofwi
Dimostro per assudo cheJEM

. MCElso t
.
c

.
Vale la tesi,

cioe Jee
,Mielso t

.c
.
Vece SMcEl EXCE

Se cosi non fosse
,
VeeM

,Melto ,
JE'cE t

.
c

.
Nel <SMCEl (io Eeq)

Pongo F = /AEM : NA) < SMALS : XE
Y soddista le ipotesi del Lemma <

Ma allora JEF t
.c

. MIAAl=0 FAEY.
Per lamassimalitdiA

,
XIA non contiene elementidiF

,quindi u(XA) =0.

Quindi XXA) =0 (poiche (M), ma allora x(X1 =X)SM(A) = Su(X)
QuindiXeqI



Lemma 6

Lemma 7

sia Y una famiglia di funzioni F :XTo,+] misurabili

chiusa per V e per limitedi successioni crescenti.

151
,
52ef = fiVfzef : freen ,frffef).

sia el misura finita.

Allora FFef t .
c

. F-f M-9 .
0

· FfeF.

DIMOSTRAZIONE

Posso assumere che Fel Ffef (basta sostituire

fef con arctan(f)).
Prendo FeJ che massimizza l'integrale rispetto a l,
cioe prendo m:= Suph/xfdM : fefy , prendo (fn)cf
t

.
c. KfndM

m

. Posso supporte (fn) sia crescente (poich7 echiusaperv
Il limite Jeze Edu= m per convergenza monotona.

siverifica facilmente che FFM-9 .0. Afef
Infatti

,
se esistesse fef t

.
c

. non vale JFM-9.0.,
allora FVFEJ contraddice lamassimalita dell'integrale.

Siae misura finita su (X
,
c).

Date Fi
.
52 : X -To ,tro) misurabili t.c.

Fill = fall allora fi = f2 M-9.0.

DIMOSTRAZIONE

Sia E= <X/f(X) <fas e Asso Sia EsXeEl fl ESI
La tesi si riduce a dimostrare che MIEI=0, che segue
da MIEs) =0 FSLo

, poiche E =Es
so che Fil=fl = SesfidM =SesfadM = 0 = Sesfafide

=> MEs) =O +

DiMOstrazione (teo per ll finita

ESISTENZA : Sia F = /f :X > to ,+ro) misurabili t.C . FME)
Osservo che7 soddista le ipotesidel Lemma G.

Allora 75 EJ + . c
. FFM-9. 0

. FFEJ.

Dimostro che FM=X.

Se per assurdo cos non fosse
,
7xeMt .

c
.Fr(x)XX),

cioe FMLVEXLV'e +.

IAllora X= XLX-FMLX e una misurapositiva ben definita,
+O

,
M.

Peril Lemma 5
, 7Em con ucelso a sto t

.c . SheMeN.

(posso supporte ECX)
-

Ma allora (f +S1E)M =1
,
quindi F +S1zE] ma

-

FS1E > E su E
, MielLo, che contradice lamassimalitdi F . .

UNICITA' : Segue dal Lemma7.

DIMOSTRAZIONE Heol per ur-finita
Per ipotesi

,
X=Xn con M(Xn) <+ro .

Dette Mn= MLXn e In=XXn
,
Vale

in=FrMn con fr : Xnto ,
+1) misurabile . Allora F:=En e misurabile

et
.
c

.

X=fr.



misure vettoriali

Def.

Proposizione 

Sia U:M<F = I
,

I o E Banach

F Spazio diBanach
,
(n)CF :

Yconvergee bigazione
(dyn convergeassolutamente sen+s

(i) (c) = (b) =(a) ;

(ii) (b) => (d se F ha dimensione finita

Lin particolare se F= R o RM ;

(ii) (a) (b) ;

(iv) (b) (c) seF= 12 ;

NI (b) * (d se F ha dimensione infinita (TeoremadiDvoretzkil ;
(vil (b) e VELO In to. FScINyo

,
-

,n) finito Vale Iyn/E (#)

DIMOSTRAZIONE

(i) (b) = (a) Orrio

(C) = (b) : abbiamo gia visto che (d(a)

Vero Int.ne e FNIN1y-n
- bigazione = JNt

.c . 5/10 ,
-

,
#3) > 10 , -n)

N -

=>UNIN 2=>
(ii) (per F=R)

convergeasseame
ae

Mostro che 75 :NIN bigezione totrin, non converge.
Indico con (nit la sottosuccessione degli indici n tale che Yn O

cassionadeglint
ea
t

.
C.

ki kuth Yne31, ...

k=kn+kz+ 1

Considero la permutazioneo con il seguente riordinamento di indici

Ne
,
M

, ...,M ,
Mi

,
Mt , ...,

Mika ,
N2
, ..

Posto allora Mi = Ke
,
Mz = Kitkat

, My= Ke + ka+ka+ 2
....

my ki
-

↳Urquindi
Per F di dimensione finita, F e linearmente isomorfo a R

&

e si ragiona per componenti.
(ii) Si puo riapplicare la costruzione precedente

, oppure

converge ma non converge assolutamente, ,

quindi per (ii) non converge incondizionatamente.



livi sia lens la base canonica di l.

Allora laseriehen
cal converge a y= /1

,
E

, 5 , t .. )
(b) converge incondizionatamente a y
c non converge assolutamente

ovrio, infattiere== +.

(

seguedfattoIbi osservo che fezo In +
.C.

quindi FScNy1 ,
-

,
n) finito si ha ↳nenler(

Ora la convergenzadi Yon a y si dimostra come in (i).

(vil (#) => (b) : basta adattare la dimostrazione di (i)

non (x) = non (b) :

JE30 C
. UN IsNic40 ,

-

,
Na finito tc. Instea.

Definisco So:= So)
,

Ro := #So
,

No := Max So

Si := Sind
,
N : = #Si

,
Ni= Max S,

S2 := SNI)
,

Ma := #Sa
,

Nz:= maxSa

-

Considero ora un riordinamento di IN t
.
C.

· n
, ...,no sono gli indici in So

· Moti
, ..., MN.

sono gli indici in 10 ,
-

,
No So

· Noti, ..., Noth,
sono gli indici in S.

· Mothiti , ..., MNotNi sono gli indici in [Note
,
-

,

NotNib I Se

-

Presa y correspondente a questo riordinamento ,
no che

quindi
e

non sono una successina

di Cauchy , quindi la serie non converge.



Def.

Def.

Proposizione 

F Banach
,
ill s-algebrasuX

-

M:MF e una misura vettoriale avalori in F se

u M(d = 0

(2)FlEnc famiglia numerabiledisgiunta con E= UEn
n

MIE)=M(En) (quindi la convergenza e incondizionatal

esempio Sia en misura positivasu le sia feL'In
,
Fl

,
con FBanach separabile

Sia M := if ,
cioe Mel= Sefd KEec .

Allora M e una misura vettoriale avalori in F.

Dataemisura vettoriale avalori inF su (X
,

U),
definisco la variazione dim /M/misura positiva su (X

,
MI come

VEEU (ICE) := SuphIMEn /Enycul partizione numerabiledi ElF

Definisco la massa lo variazione totale

IM(M) = 11M11 : = 1MI(X)

Sia u misura vettoriale avalori inF su (X
,

U).

cal /M) e una misura

(b) /M/ ela piccola misura positiva X t
.
C.per

Imellfeel feel
(d Se F e separabile e M= fu con u misura positiva so il

e fel' ;Fl
,
allora (M) = If t e M(M)= Il f/ki

(d) Se F= R
,

Ira
,

finito dim
,

allora (M(M)+0
(el Se F=12 (o F Hilbertdidim

.
Infinital

,
allora

IM(m) peo essere +ro.

(A) Se F ha dimensione finita 70 :X -Fmisurabile to

Ip(x) = 1 IM)-9 . 0
.
X eu=g(u) (decomposizione polare

Tale y e unica la meno dig .o.)

(g) Esiste F spazio diBanach separabile,avalori in F

con IM/Mto per cui if) non vale.

Oss Supponiamo che M= g/M/ come in (f)

Allora si puo' definere l'integrazione rispetto a u come segue :

AfeL'(lull pongo Edm := KFgdIm
Pil in generale , presi F'

,
F" spazidiBanach

,

F" separabile,
forma bilineare da F'XF in F" t

.c . Ky ,y> [Clylf : (Ylf YycF' YyeF
per ogni fe L'(/M/ ,

Fl definisco

(x <f
,du>:= (x <f(x)

, g(x)> d(u(x)
Si puo definite l'integrale rispettoau anche in mancanza della rappresentazione

u= g/M) partendo dalle funzioni semplici come gia fatto in precedenza.



DIMOSTRAZIONE

(a) F(An)cul disgiunta ,
A=UAn (MICA)= /MI (An)

M

#) Preso Elo
,
Sia (Eil cul partizione num .di A +

.
c. IMIIA)-EIMIEi

Allora

IMKA)-EIM/Elf=IM(EinAnIf
= ZIMEinAnla = EZIMlEinAnl/a) I MIAnl

poiche /EinAn) : e una partizione num . e mis
.

di An

(3) Preso Eso, sia (Enilcul partizione num
.

di An t
.
C.

&IMKAn)- ZIM/EniIf .
Allora

12 (MI(An)) - E = z(IM)(An)-)= /McEn
, i) If = /M/(A)

perche (En .iln
,
:

e una partizione num. e mis
.
di A.

(b) Sia i misura positivat .c . X(E)/McEl/F
X(E)= IXEi)[IMEilIF FlEi) cul partizione num.di E

=> XE)IMICEL
Inoltre IMKE) iMELIF

co Iful = Ifu perche If e una misura positiva t
.c

. /CelIMCE)IF
-

Infatti JeifldMISefdlf
Resta da mostrare che Iful> IfIn

Caso F=I
"

Idea: dato E
,
trovare partizionedi E to.

su ogni elemento f e "sostanzialmente costante,

Fisso Exo
,
divido S"" in sottoinsiemi S1, - ,

Su Boreliani to
gli Si sono contenuti

FiFlieSi t.
C.eithe FESi gn

- 1

in queste calotte

·
1- E

Pongo ora Eo :=xee/fix=04 , Ei:=elfin to,SESi
Allora

IMKEIMEil = Zollfdukfd) · ei =

= lif . eid-e)(f) di = ((f(d)(1 -a)

Siccome a e arbitrario
, ottengo /MI(E) (lfld = IfInCE).

Caso F qualunque
Sia S := (xEF1 (F = 1)
Fissato E30, posso ricoprire S con una famiglia numerabile /Sis di

Boreliani disgiunti +
.c

.
Vi JxF

*

con Ikill= 1 et
.
c

. Xi (y)(1-E) FyeSi
Dato jes,

esiste XjeF
* +

.c . Iil1 e Xy(j),1-
Pertanto esiste Up intorno dij +.c. Xij(y)> 1-9 VyeUi
Per la separabilita di F posso ricoprire S con una famiglia numerabile diWi
Ora procedo come prima



Lemma

Lemma

Sa/M/(El= tro
,

esiste /End cul partizione
n=0

,
-

,
N N

finita diEt
.
c

. IMKEd=+eMEnle31 .

DIMOSTRAZIONE

Sia m= IM/Ellf .

Esiste /Enknei PartizionediE t
. c.

M(En)( > M+2 .
Quindi IN t

.c. IMIEnl= m+2.

Allora (Eo ,
-

,
En

,
E,Eil e una partizione finitadi E.

Esiste n t
.
c

. (M/(Enl=+00 ; posso supporte n=0.

Se perassudoMCEn/f1 ,
allora

(a) (r(Ed)(= > m+1

(b) Imel-Miedle = ImceredlaMienMienie
=> IMIEd(F < (M(E) / + = m+ 1 ↳

Se(M/(X) = +, esiste /Eny cul partizione numerabile
diX +.c

. [IM(EN1= +0.

DIMOSTRAZIONE

Poiche (M/(X) =+0, per il Lemma esiste /Eiln=-in.
PartizioneFinita di X +

.C.

EME1 e /Mei = + 0.

Allora per il Lemma esiste (Enln--in Partizione Finita di Es +
. C.

IMEnr1 e /Micei =+.

Itero il ragionamento.
Allora /Enkenin= 0

.
-

,
Nk

e una partizione num
.

di X, e vale

Me, 1 = +8 .

(d) Se per assurdo /M/(X=+0, esiste [EnhcM partiz .
num.disgiunta diX

E
.
c

. [IMElle +s
-

Inoltre zM(En) converge incondizionatamenteaMCEL
Poiche F e finito dim

,

conv
.

incond.Conv
.

assoluta,

cioe [IM(En))+ 6
F

cel Siano X= N
,
M= P(IN)

,
F = 1

Sia (ens la base canonica die

Sia Mel := VECN
,
cio u= S

Si verifica che e e una misura sul a valori in 12
,

ed e chiaro che

IM (IN)> /M(43)/e = nEvon = +0

(f) Caso F= R lesistenza)

Il punto chiave e trovare AcM+
.
c

. MLA e positiva e MLA e negativa.
Pensando alcaso di M=fi con il positiva, e sensato prendere A

che Massimizza MEL tra tutti gli Exc.

L'esistenza di A segue dal Lemma

si verifica infatti che :

· MLA ?0 : se per assundo JE +.c
. MIACE) <o

,

ho che MCAnel co,
quindi A-E contraddice la massimalit di A

MIAl = MCALE) +MCArel < MCAE)



Lemma

· MLA 10 : se per assundo JE t
.
c

. MLAE) >o,allora MIEA> 0

quindi Au/EIA) contradice laMassimalita di A

ovvero - MLA,
0.

Ma alloraIMILA= MLA e /MILA" = -MLA , quindi
M= MLA + MLA" = IMILA-IMILA = HA-HAd IM

-

I

Sia u misura a valori reali . Allora esiste Acc che
massimizzail valore di MIE) alvariaredi Exc.

DIMOSTRAZIONE

Sia F = /EeM/M(E) -04
Sef=0

,
allora u e negativa e prendo A= 0.

SeF+0 , prendo G sottofamiglia di7 disgiunta e

massimale rispetto all'inclusione lesiste per Zorn
·Ge numerabile : altrimenti Jaso ed infiniti Eneg +

.C.

M/En)E ,
da cui M(UEn)=+ ma uha valori reali

· Prendo A := UE eM
EEG

Se per assundo esiste EU t
.c. MCE) > MCA) ,

allora MCEIA)> o

e Gu/EIA) contradice las Massimaliza diG.

Caso F= Rh

Per i= 1
,
-in

,
Sia M: la componente i-esima di U.

Allora Mi e una misura a valori reali e quindi Mi = 9: /Mil.
Prendo i :=Mil .

Allora (Mile quindi (Mil== Mi=gitt.
Quindi M= fir con F = (9.%

,
-

, Prth).

Allora (M = If.
Preso quindi E:=/X : f(x+0) e posto p(x= ExeE ,

no che

M= fu = g(f(u = p(M)
Caso F di dimensione finita

Si usa che F e linearmente isomorfo a R.

· UNICITA :

Se M= f(M) =FIMI ,
allora (f-f)(M)= 0.

Allora 0 = M/(f-)/MI) = (1f-Eldiu) e quindi f= 9.0
.

· 191 = 19 .0 :

se M= p(M) ,
allora (M= 101/M) = 191= 1 /MI-9 . 0.

(g) Sia X= [0 , 17 ,
M= Mieb ,

F = L(T0
,
1) e

FEM sia Mel = He .
Allora

· e e una misura su ll avalori in L'

· IM = 2, in particolare e una misura finita.

Infatti FEEM
,
FlEn) partizione mis

.

enum.di E

& IMIEn)Iy = [LilEn = LiCE) = IMl = 21



Proposizione 

·

u non si rappresenta come M=p2 per alcuna p : [0 , 1) - (
(Traccia) Supponiamo e esista

Definisco allora : (0
,
17x10

,
1) IR ponendo(x ,y) := p(x) (y) . Allora

Jetdady = SF(=(x
,y)dx)dy = (= Hzdy = 2' (Enf)

Quindi /EvrEddy=o FE
,
F +.c

.
/EnFl= o

Quindi kogd2 =o YgeSpan(1e Con IEnFl=0 =:J
e si dimostra che ogni ge (

% /[0
, 1)2

,
24 e limite puntuale 9. 0.

di successioni in7.. Ma allora=0 9.0.

(Approccio alternativo : una misura nullasuigeneratori della

r-algebra e nullal

Siano (X
,
MI e F Banach.

SiaM = [misure I su ll avalori inF con IM(M)+
laM e uno spazio vettoriale

(b) IM e una norma suM

La IM e completa
Quindi (M

,
MM) e uno spaziodiBanach.

DIMOSTRAZIONE

I punti (a) e (b) sono chiari.

Per (C)
,
sia (n) cM +c. (Mn)+

*

AlloraMEME
e ben definita Feel, e una isa

Infine IM) ZM-M) N-0
"O .

Alternativamente
,
sia (Mn) CM di Cauchy :

faso IN +
.c . M(Mn-Mm)n ,

m > N

Poiche (Mn(E)-MMCE)/f = In-MmICE) /McMn-Mm) E VEeM ,

IMnCEll e di Cauchy in F VEEM
, quindi possiamo definite

uniformelil limite puntuale MIEI := im Mn(E) .
(la convergenza e

Si verifica che u e una misura : innanzitutto u e additiva, infatti
k k R

u(Eil = Minun(Ei) =enM = EME
*

Ora
,
dato E=.Ei

,
fisso 230 :

SiaN +.c
.
FN IMEl-Muelle VEeM

k

sa +
.c

. FkK /MNEl-un(Ellf = Intel-EMnEile=
Allora

,
dato -K

,
vale

IMIEL-MIFEIIMIEl-MIME- +E + = = E

Infine si mostra che IM(Mn-M) n-:
"O.



Teorema di riesz-Markov-Kakutani

Proposizione 

X spazio topologico compatto e Tz (quindiTal

u misura a valori reali suB(X)

CIX) spazio delle funzioni continue su X con la norma del Sup II . Ilc

VfeC(X) pongo Tu(f) := Ifde (=S fg dim sem=(M)

Tn e un funzionale lineare e continuo su C(X).

con 11Tull : = Sup(Tm(f)1 = 1M(M).
IIfllc

Inoltre
,
se M e positiva ,

allora Tu e un funzionale positivo,

cioe Tulflo se f(x30 KxeX.

DIMOSTRAZIONE

Sfdu = Sfgdiri e ben definito perche (Ifg/dim) = (If/dim/IIIEIMIN+o
X X

Inoltre (Sfdul = Isfsdim/) = S1fg/dim) = Sisidim1fcr
X

Ne segue che Il Tull IMIM), quindi Tu e continuo

Devo mostrare che 11TullM(M).

Se lll positiva ,
considero f = 1 : 11 TITu(fl = Sdr = M(M)

Sel= girl e g acontinua : IlTullTu(g) = (gdr = Sg-dim) = MM(M)
Cerco f e CIX) che approssima bene y , g= 1e-1ec =21-1 dave Eg(= 1)
Siccome /M/ e regolare ,

fato JA aperto
,
7C chiuso tc

.

CCECA e MIACIE
Prendo g : X 1 [0

,1) continua t
.
c

. g= 0 sug= 1 su C
,
cioe 1c*g? HA

Ise Xe metrico, prendo g(x) =
d(X

,
Aq

d(x
,
Cl + d(x

,
A4

Altrimenti X compatto eTz = X Ta euso il Lemma di Orysohn)
Prendo F =29-1 , per cuivale IIFIIc= 1

IITI IT(f) = SfgdIm =Sx(gdAuc-MIA
= MI(X) - 2M(AIC)= IM(M) - 2E

=> FE>O IITI= M(M) -22

Il secondo funto a orrio.

OSS T: CCX) - Re funzionale lineare e positivo.
Allora (a) Te continuo e /ITITI)

(b) figsuX=T(f)T(g)
DIMOSTRAZIONE

(b) e ovrio

cal segue dal fatto che

T(f) =TIft)-T(ftTISH =TIIlflc) = Ifllc T(l)
Y

=> IITIET()



Teorema di 
Riesz (1) 

Lemma

siaX spazio topologico compatto.
Sia T: C(X) -IR lineare

,
continuo e positivo.

Allora esiste ed e unica el misura positiva e finita

su BIXI t.c
.

T=Tu.

DIMOSTRAZIONE

idea Per definite M , suppongo che u esista e michiedo come

calcolare MCA), Aaperto, a partire daTIf

Ha e semicontinua inferiormente

=>IfnContinue e positive t
.c. En "Ha

Ma allora TIfn= Sendu-SHAdM= MCA) per conv monotona.

Noto che M(Al= SUP(T(f)/fEC( ,
015 = HAL

VA aperto pongo MCA):SupTIf)/fECC ,
02f113

Bisogna mostrare che u si estende a una misura esterna se X,
che Mr> BIN, che effettivamenteTr =T e che u e unica

Passo 1 MIA) = SuphTIf)/fEC( , 01fC HA , Supp(f)<A
Infatti

,
(1 e chiaro.

Per (1)
, prendo Ex0

,
prendo feC(X) +.c .

02 f =1A +.c
. MCA)-E =T(f)

Prendo g := (f-elvo ed osservo che

· OgIf[HA
·Supplg)c(X : f(xE)CA
· T(g)= T(f-E) = T(f)-ET() > MCA)-(+TullE

Quindi sup/TIf)/fECI ,
0=fla

,supp(f)(A)T(g)> M(A) - (+Th))E
.

Passo2 Me s-subadditiva sugli aparti
Sia AcUAn aperti. Sia Eso esia feC(

,
02f1 ,

K=supp(f)cA
n

t
.
c

. T1f) > M(A) - E

SekcAn
,
allora 7 kn Compatti t .c.Kn e KnCAn.

DIMOSTRAZIONE

En sia En := /U aperto
,

EcAnd
AlloraEn ricopre An ,

cioe AxeAn JU aperto con CAn t
.c .

XEU.

(Se X metrico
, prendo r +

.c
.
B(x

,
MCAn e U := B(

,
+(2)

Allora F = UIn e un ricoprimento aperto di UAn,quindi di A equindidi K.
N N

Esiste allora un sottoricoprimento finito J=o
En con EncIn.

Prendo Kn := Uj
UEfr

Prendo FreC Ec
. An = f Han (02fn?1

, In=0 SuA?Fr=1 se Kn)
N

Allora 01f1fn
Quindi MAL-TIf)T(fn)=T(fn)ZM(An)M(An

T positivo



Passo3 Me monotona : ACA = M(A)[M(A)
Immediato dalla definizione di u

Passo 4 FEcX pongo MCEl:= inf(MCA))Aaparto ,
EsAl

Questa def
.
e compatibile conladef

. precedente seEaperto
e u e una misura esterna

La compatibilita seguedal Passo 3

Il fatto che u e una misura esterna segue dal fatto che

e coincide con la misura datadalla costruzione di

Caratheodory conF-Lapertil ,g=M (pervia del Passo 2)

Passo 5 Sia A aperto ,
270, esiste K compatto ,

KcA t
. c

. MCA- KIE

Infatti JFECI
,
olf11 t

.
c

.

K= suppifica e T(f)>McAl-E
Alk aperto : Fge((X) +

.C
.Orga , Og+fLa Channo supporti disquinti")

Allora TIGT(f)=TIGf)M(A) =TIgM(Al-TIFIEMAKIE
6Passo SiaK chiuso

,
allora Kecu ↳ B(N)aca)

Idea - Fisso E20 e K'chinso disgiunto daK t.C.

MLA :=(UK)E (per il Passo 5)is FECX MENKI +MERK9MEnkI+MlEnAl+MlEnk) =

I M(Enkl +MCEnkl + E

Prendo A aperto t
.
c . ECA' e MIA EMCE)+ E

Prendo A aperto t
.
c

.
EnkcA"

A aperto t .
c. Enkica" And = O

,
A

,
AcA

Prendo f" ,
f"EC t .

c . Off" ,
Of"LA

MIA")[T(f") + E , MCA")[T(f") + E 028" +F"A

=> MENK) +MENKMCA")+ MCA") + E E T(f") +T(f") +3=

=T(f"+ f") + 32 = M(A) + 32 =M(E+42

Passo 7 : M(X)=TI) = M finita

Passo 8 : manca mostrare TIf)= (fdM FfeC()
& f
-

Bastamostrarlo per feC(N ,
f 0 (perche FfeCI) : f = f+ -f T

/ I

MFisso 220
. En= 0

,
1

,
2,... pongo An: =(xeX/f(x)>ne) on

In

7

An

f(x) := If VnElInle - ne

Vale An= 0
. En=o Ann
n

Allora () f(x)=ofn(x)
(2) ElAm = fr IE1An An
(3) g-21f =g:=Han

(3) (2)

kfdrgdu = -EM) +EMA-EM(+Tful =
(3)k
FC chiuso M(C= inf(T(f)/feC(

,
1 f= 14

Quindi T(fl-EM(X ? SyfdMTIf) +EM(X) fazo
=> T15) = Sfdu

Passo 9 : se T=Tr=Tr ,
allora Tru =Tu-Tu = o

N
=> MIM-) = ITrull =0 = -m= 0 => u=M



Teorema di 
Riesz (2) 

Lemma

siaX spazio topologico compatto.
Sia T: C(X) -IR lineareecontinuo

Allora esiste ed e unica el misura reale e finita

su BIXI t.c
.

T=Tu.

DIMOSTRAZIONE

UNICITA' come in V1

ESISTENZA Segue da T=T+
-T-

,
con T+,T- funzionali

linearie positivi
L'idea per scrivere T

+

equella usata per definite M+

a partire da e misura reale.

Ffect(X) := (feS(X) : f>0) definisco

T+(f) := Sup(Tig)/geC(X) , 02g1f4
Passo O T+ e finito poiche T econtinuo

Passo 1 T+ e superadditivo su C+: fi
,
feC+=>T

+(fitfz)>T
+

(f)+T+Ifal

Preso Eso, esistono gi ,92ECttc
.Gilfi eTlgilT

+(fil - E per i= 1
,2

Quindi g+gECt , ge+g2Fitt
=> T+(f+f2) >T(gi+g2)= T(g) +Tiga)> T

+

(f)+T
+

Ifz)-2E

Passo 2 T+ e subadditiva su C+

Preso El 0. esiste gect +
.
c

. glFitf2 e T+ (fitful - E <T(g)

Pongo gi := gnf , e G2 := g-g.
siverificache gi .G2ECt , g,fi ,G2 =#2

Allora T+ (f1) +T + (+2)> T(g) +T(gz) = T(gi+gu) =T(g)> T+ (fi +F2) - E
.

Passo 3 T+ e positivamente omogeneo su C+: T+ (xf)= XT
+ (A) XX,0

Passo 4 T+
si estende ad un funzionale lineare e positivo su CCX).

Segue dal Lemma.

Dato 1 :C+
X -R additivo e positivamente omogeneo,

pongo
_

FfeC(f) := NAH-NE)

Allora n e lineare.

DIMOSTRAZIONE

Osservo per cominciare che

FfeC Ffif"eC+ +
.
c

.

f =f - f"vale n(f) =Nf) - N/F")
.

Infatti si verificache F'f+ et"37 e

Nt - Nf") -*(f) = (n() - Nf+) - (Nf") - N(FT) =

= MF' -f+) - N(f" -f) = 0 perche I'-f+=f"-f

L'additivitdi e ora una facile consequenza :

↑fitfal=((fi +fi)-Citfill= NFitfil-Neitfl =

=Nfi) + Mez) -Nfil - Meet=(f)+(2).

Si dimostra poi che n e 1-omogeneo.



Corollario

Passo 5 T- : = -T +T
+ e positivo

Per la def
.
diT+, FfeC T+ (f)>T(f)

e quindi T-(f) 30.

Passo 6 Per il Teorema diRiesz(1), esistono misure positive e finite

Ute M-su BIN) t.
c

.

Tt =Tut e T=Tu
e quindi T=Tr con M:= M

+
-M.

L'applicazione MI : Tu e un'isometria
tra MIX

,M ,
B(X) e CIN*

EX SiaY spazio vettoriale di funzioni boreliane limitate suX (compatto
con la norma delsup

,
JC

Allora esiste T:JR lineare e continuo

t
.
C

.

T=Tr FMEM(X , M ,
BIXI)

Morale : andare oltre le funzioni continue non e possibile.
Hint Prendo gefic ,

definisco T :CoSpan(g)IR con

TIf)=0 FfeC
,T(g)= 1

.
Estendo TaJ con Hahn-Banach .

En SiaX= 50
,
1)

,
Cb(N=>funzioni continue e limitate suXy conla normadelsup.

Allora JT :Cb R lineareacontinuo t
.c.T+Tr Fu

Morale La compattezzae necessaria

Hint Sia Fil sottospazio di Ch delle funzioni+
.c. esiste ((f) := lim f

x+ 1

Sia T : = Lesteso a Ch on Hahn-Banash.

Ex Dimostrare che
,

dato X compatto, E spazio normato finitodimensionale
T : CI) - F lineare econtinuo

,
esiste MeM(X ,

BIX ; FL

t
.
c

.
T=Tu ,

cioe T(f) = Sfdr = AfgdiM

ExMostrarechedrisuttato nonvalein generale se F hadiminfit.a

Ex Dimostrare che
,

dato Xcompatto, F spazio normato didim finita

e T :CK ; F) -R continuo e lineare
,
esiste MEMIX ,

BCN ; F*

t
.
C

.

T=Tr
,

cioe T(f)=Sxf( , g(> dimic)

Ex Far vedere che lo stessovale seF= 12
e in tal caso u ha massa finita.



Teorema di 
Riesz (3) 

Teorema di 
Riesz (4) 

SiaX spazio topologico localmentecompatto.
Sia T : Co(X) Re lineare e continuo,
conCo(X) =1f : X -IR/VEzo JKcX compatto t

. c
.
18122 SUNh

Allora esiste unica MEMIX ,
B(

,

RL t
.c.

T=Tr.

DIMOSTRAZIONE

Sia :=Xu/0) la compattificazione di Alexandrov diX.
Col If:Re continue t

.
c

.
floo=o C()

N

Sia T un'estensione continuadiTa CCK) (per Hahn-Banach) .

N

Allora JEMI ,Blli) t .
C

.

T=To
Pongo M :=LX (f( =0 = Syfdm = (fdu)

Oss SeX e compatto, atteniamo il Teorema precedente.

SiaX spazio topologico localmentecompatto.
Sia T : C (X)R lineare, continuo e positivo.C

Allora esisteedlunica M misura positiva su BIN)

localmente finita t
.c

.

T= Tu.

DIMOSTRAZIONE

Sia U= /U aperto +
.c

.

J e compatto(
Per ogni Vel vale ColV)c(c(U).

Applica Riesz(3) a Tlu per ogni VEl : JMEM(X ,
B(X ,) +c

.
Thu =Tro

Allora definisco MiF ven
Mu .

Si verifica che T=Tr.



Misure prodotto via Riesz 
Dati X1

,
/ spazi localmente compatti , M.. 42 misure positive finite

su B(X)
,
B(X) rispettivamente , vogliamo costruire la misura prodotto

M= M, XM su B(X, +X) a partire da unfunzionale lineare e continuo su Co(X.XX2).

Indico con P il sottospazio di Co(X,XX) dato da

↑= (f(Xa)=Fi(k)fa(a)( FeeCo(V)
,
FaeCo(a)) e St := Span(P)

Per ogni fect ,
con F(x

.
Xa = [XiF(i)fri(X)

,

definisco

T(f) := [xiTilfilTalfai

dove T, (f) := (xFdM ,
Taf) := Sx FdM2

Si dimostra che

(i) T e ben definito (cioe Tlf) non dipende dalla rappresentazionedif

come combinazione lineare di elementi di P)

(ii) T e lineare

Iii T e continuo

La dimostrazione di (ii) e (ii) e immediata. Per (il
, bisogna far vedere che

se [xifrilFail =0 #, alloraX:Tilfil Talfuil =0
.

In effetti
,
fissato XeX ,

ho cheiff2i)) = 0

=> 0 =Tz(Xif()f2i()) = Exifis(i) Tzlfai
e quindi 0 = Ti)[xifis(i) Tz(fail)=x: TilfilTalfai) .

Aquesto punto T si estende a tutto C.(X.
XX2) per continuita

(C) e denso in Co
, quindi l'estensione e unica

,
lineare e continual e

per il Teorema di Riesz esiste M misura positiva su BCXXX) +
.
c.

T(f) = IfdM FfeCoCXXXal
In particulare

,

FfeC(X) FfzECo(al

(FedM)(fzdu) =T=
da cui si ottiene per approssimazione che

MILEiMzlE) = MIEXEz] FE ,
Es aperti e poi FE

,
Es Boreliani

Similmente si costruisce il prodotto infinitodimisuredi probabilita
di Borel M: su spazi compattiXi

,
semplicemente porendo

It : = (feCITIXi) 17 dipende da un numero finito di variabili (
e per ogni f = f(x1

,
-

,
Xn)eCt

T(f) = (xod(Mx-XMN)
= 1

estendendo poi T atutto C(X).



Convergenza debole di misure

Def.

Ci chiediamo se vale Sun
n+S

Questo non vale se considero laconvergenza indottadallamassa,

infatti /M(Sx-Syl=2 XX#Y

Vogliamo una convergenzapi debole rispetto a quellain massa.

Sia X spazio compatto lo localmente compatto).
Sia (Un) misure reali su B(XI.

Dico che Un
*

-M nel senso delle misure se

Sufden-Sfde Ffec) lo FfeCo()

Oss (Il Un * nel senso delle misure Tun(f) > Tulf) FfeC((FfeCo(X)
=> Tur -Tu nella topologia debole del dualedi C(X) (C.(XI)

- indotta dalla topologia debolerQuesta convergenza e

del duale di CCN (Co(XI).

se F e una famiglia limitata di misure (MIM)=+ Fuef)
e X e separabile ,

allorala topologia debole so
e metrizzabile
Le importante la separabilita di CIXI,che segue dalla separabilitadiX

Ivale se X ecompatto emetricol

(2) Un*= /M(Mn) =C +o

DIMOSTRAZIONE

Tun(fl converge Ffe((X) => TMn/f) limitato FfEC(X)
-

-> IITrnllaC+ 00 cio IMIMECBanach-
Steinhaus

(3) Se D e denso in CIN (Co(XI) e Un .M sono t
.
c.

IfdMnSfdM VfeD e /M/Mnl[c+o
,
allora Mn

*
- M

DIMOSTRAZIONE

VELOFfeCI IgeD : Ilf-gllo =E

IfdMn-SfdM = /Sx1f-gldMn + Sgdun-Sgdu + (x(g-f(du) =

= EIM(Mn) + ISxgdMn-SgdMI + EMIM)
=> limsup /*M-Sde)E((M)

n++ 0

=> fdMn - Ifde

14) La convergenza di Un a el rispetto alla norma IM

implica la convergenza debole, ma non vale il viceversa.



Teorema

esempio (1) Xn-Finx = Sun *

-Se

Infatti SxfdSxn = f(xn) front F(x = SFdSe
(2) X= 50

, 17
, Mn=Su * -LT0

, 1)

Infatti /xfdMn = Somma diRiemanndif (f(xdx = Xfd2!

(3) X localmente compatto
,
(ncX

, Xn+ lesce definitivamente

da ognicompatto KCX ; equir ,
non hapuntidiaccumulazione inX

Allora Sun *O

DIMOSTRAZIONE

YfeCo Fazo 7 ka compatto t
.c. IfIEE suXika

In t.C
. Ann nekz(kfdSenk/f(n= E

13X localmente compatto
,
Cn= supplen

"En - +8 (FKcXcompatto ,
knCn= definitivamente inn

M(Mn)[C+

Allora Un
*

- 0

(4) Se Xn -,*f = Sun-Se +
10

1
Inoltre per X= 50

,
1)

,
seantro

, an d(xn)
e un :=Xn(Sn-Sel LIMIT=2ntod

,
allora

Sufdn > O FfeCi(to
,
13) (denso in (150

.
121)

Adesempio : X= 10
,1)

, Mn : = n (S-So)
Allora IM(Mn) = 2 n 1 + c

, quindi Un non ha limite in senso debole.

Tuttavia (xAdun-o FfeC'to , 1)). Infatti

k*dMn = n(f(n) - f(0)) = n F(n) - f(x) Af continua
,
anzi Borel

1/N

SefeC Iden= in -(n) - f(0)
> O

1/N

· V

fld

Questo esempio mostra che la convergenza degli integrali per

una famiglia densadifunzioni continue non implica
necessariamente la convergenza debole delle misure.

Sia Un successione dimisure diBorel realisu X
, IM(Mn*C+O,

con Xcompatto (localmente compattol separabile.
Allora 7(n) e FM t

.
c

. Mnu
*

>M.

Oss Questo risultato e una consequenza del Teorema di Banach-Alaogles
applicato al duale di CIXI e della separabilita di C(X).



Lemma 1

Lemma 2

Sia X spazio metrico ,

Y spazio metrico completo,
Ifn) successione di funzioni continuedaX inY +

.
C.

(i) le En sono equicontinue ;

(ii) fn(x) converge per n.+o KxED denso inX.

Allora En converge pentualmentea F : X :Y continua

DIMOSTRAZIONE

Per (i)
,
FEso FieX JS=Si

,
El>0 +

.
c

.AxeX Fn dx(x,=8 => dy/En(x)
,
En()) = E

Fisso Eso e prendo xeD +
.
c

.

dx/X
,
El = S(F

,
El

Siccome fr(x) converge ,
In t.c . An

,
n'r n dy/fn()

,
Fri)

Ma allora

dylfn(x) ,Fr· (x)) =dy(fr() ,
fn(x1) +dy(fr(x)

,
fr<x) +dy(fn()

,
fri) 135

Allora (fn(EI) e diCauchy inY. Siccome Y e completo, esiste

lim fr() =: f(x)
n++0

Passando al limite per n -+o Ottengo
dx(x,) =8 => dy(f(x)

,
f(x)) = E

e dunquef e continua.

Sia X spazio metrico compatto covvero X spazio topologico
compatto e [ num

. oppure separabile).
Allora CIXI e separabile.

DIMOSTRAZIONE

Fisso S10. Per compattezza , posso ricoprire X con una famiglia finita
di palle aparte /Bi := B(Xi

,
8)bisIs.

Vielssia Pi(k) :=
disti

,
B

[dist(X
,Bijl

jEIS

allora · Di : X-[o
,is continua seil e una partizione dell'unita
-

· supplei)Bi & continua subordinata al ricoprimento (B:
· Epic = 1 AxeX

Pongo Js := (Sifi/XiQ) = Spanalfil (numerabile

e :=Ft Inumerabile

Dimostro che J e denso in C(X).

Data infatti feC(X) e Es0
,
essendo unif continua

,
esiste 820 +

.c.

VXNeX d)ISI-f()) = E

Per ogni itIs prendo Xie t
.
c

.
Ixi-f(xill

e pongo g:= Zestifi
Dato ora xeX

, Pi(x)30 = di
,
x)16 = (f(xi) - F(/IE

=> Ig-f() =-fi Ki-FINI I
-

1[pi( [(di -F(i)) + 1f(x) - f(x)] 12 p:/(22) = 22

Quindi no trovato gets t
.
c

. 117-gllcin[2E.



Lemma 2’ Sia X spazio localmente compatto e separabile.
Allora C.(X) e separabile.

DIMOSTRAZIONE (Too

An sia The (CN)
* Trisp .

(Co()* ) dato da
Tn (f) := SFdMn

Per il Teorema di Riesz
,
basta dimostrare che esiste

(nm) +.C
. Trn * -T

.

Osservo che Vf ITh(1)) IM(M) /Ifllca IClella e

quindi (Tnlf)) e una successione limitata, ed esiste

quindi (nu) dipendente da+.c. Thu(f) converge per k = +o.

Preso Ddenso in C(X) Trisp .Co(N) e numerabile (per il Lemma 2/2)
/

posso trovare per procedimento diagonale (nul +
.c.

Thu(f) converge petk = to FFED.
Ma allora per il Lemma 2 (con X= Co(X) Trisp .

Co()]e Y =R)

Thu(f)-T(f) FfeCIN) Trisp .Co()
e Te continuo e lineare (perche il limite difunzionali

lineari e lineares.

Ex Sia X spazio metrico compatto.
Sia (ISK

,
Xn it e Xn* fr

e sia Xn +c
. An dkn) - O

Sia infine Mn := In (Sun-S
Dimostrare che

(a) Sfdu 10 Af : XI Lipschitz
(b) Un > O sse en limitata



Def.

Proposizione

X spazio topologico ,
F : X >TR si dice

· semicontinua inferiormente (scil se

Fact f(la ,
+]) e aperto Fact f (F-0 ,9)) e chiuso

· semicontinua superiormente (scs) se

Fact f"(t-s
,
all e aperto Fact f"(Ta ,

+1) echiuso -F sci

Oss Detta + la topologia su# data dalle semiretteaparte
la

,
+8)

,
conact

,
allora 7 e sci se e solo se

7 e continua daX in I,

Nota Definizione puntuale di sci e limint

Data F :X'cXiF
,
TEX'

,
definisco

liminf f(x) : = iSPai (i)x17

con la convenzione infa=+c), e dico che fe sci in FEX'se

limin f(x) f()
x+7

&Looe se Fact
,
a f) esiste Vint

. dixt
.
c

.
Fra su 0).

Si vede allora chef e scisu X sse f e sci in7 per ogniTEX.

Analogo per sas :

limsup f(x) := vinFait (SPANx+

Sia X spazio topologico ,
f :X <T

,

AcX
.

Allora :

(a) AX aperto La sci

(b) - sci FieX fun liment ff()
SeX e I numerabile

,
allora limintf(x) = inf/liment f(xn)xn+en+ + 0

Xn#

(d) X compatto, f sci fammette minimo

el Sia7 una famiglia di funzioni fix.sci.

Allora F : =VI (F( :=supfi) e sci
Sef

(7) Sia X spazio topologico Ta

Sia Gf := (g:X # continue
,gift

fscif = Gf
(g) SiaX metrico

,

Fe +C
,

12 m) - 0 e

per ogni es o sia

fa(x : = inf(f(y) +=d(x,y)/yeX) (int-convol .dif)
allora F > e -Lipschitziana ; inoltre

↑ e sci> fatf puntualmente.

DIMOSTRAZIONE

(a)
,
(b)

,

< immediati

(d) Sia m := inf f(x) e FteRsia C:=+"(l-ro
,
t))

.

Allora

E sci G chinso Ft
,quindi compatto ; tr m = C+ d

ma alloraC+ 0.

Infine iC := (x1 f() It FE>ms = (x/f([mS = <x1f(x) =MY



Def.

Proposizione

(e) Verifica immediata dalladefinizione e

dal fattoche"(a+os)="(a ,
+

(A) /) segueda (e

( Prendo Fel
,
mcf(). Allora & sci = -U aperto ,

FeU +
.c.

f(x)m su U
. SiccomeFU' e U' echinso, e Xe Ta,

existe 4 : X -To , 1) continua t
.c. 4=0 so U?p()= 1

.

Usando y ,
costruisco g : XFo

, m) t
.
c

. g= - su Ve g() = m

Dunque gege e quindi VGf(L, m

Siccome Mcf(x) e arbitrario
, VGf() F(E)

mentre per definizione so che VGef
(g) fe+0

,
f m)- 0 =f Finita

Fissati
,
xeX

,
So Jyt .

c
. Fr(xf(y) + [d(,y) - S

=> fa(X) - fn(x) [(f(y) + zd(x,y)) - (f(y) +zd(x,y) -6) = z(d(,y) -d(y,x)+6 - Ed(X ,
x)+S

Siccome S e arbitrario
,
Fa(x)-fa(x)=d(xix)

Analogamente F2(X)-f(x) =Ed, X) e quindi Fr e -Lipschitziana.
Infine falx+ perto per la definizione e inoltre Fa[f(x) Ve

Resta da vedere che Fa(xYf(x)
,
overo FS20 F,(x)> F(x)-6 per a suff piccolo.

Siadunque rt
.
c

. F(y)f(x-S Vyt .c
.dyar .

Allora
Nfat, (F(-S)n(m+) > F(x-8 Se =A-f-m

Oss · E si dice sequenzialmente sci se Fred F() +
. c

. Un it vale

(bldielimeg
.

si

Lanzi isci inF = & seg .
sei in)

· l'enunciato (d) vale anche se f e solo sea .

Sci

elo X seg. compatto.

Data F :X # definisco l'inviluppo sci Fa : X # come

fx := 19 :-Rigsa ,gif !
Definisco l'inviluppo scs*:X# come

f= (g : x -/gss ,g>7)

(a) fx e sci

(b)F
*

e sas

(C)*If If*

(d) # e continua in> fa(l)=f(E)=f*(E).

DIMOSTRAZIONE

cal segue dal punto cel dellaProp . precedente
(b) segue dall'analogo del puntoel della Prop . per funzioni ses.

(c) ovvio

(d) (=) segue dal punto (f)

(E) segue dalla def
.
di funzione scilses congli intorni.



Proposizione 1 

Lemma

Sia X compatto
, Un ,u misure finite su B(X)

tc
. Mro , Un *

M .
Allora :

(a) M30
(b) /M(Mn) =Mn(X)M(x)= IM(M)

(d f :X(0
,
+8) sci = f limitata inferiormente eBoreliana

=> SxfdUnE70 ,
+] e ben definito e liment Sfduntfde

() Se A c aperto , limin Mn(AUCA
Cla disuguaglianza puo essere stretta;il limite puo non esistere

(d) f :XEx,+ Scs = flimitata superiormente eBoreliana

=> SfdMnE[o ,
+ol e bendefinito e limsupfdunfde

n-0

Idi SeCechiuso
, limsup Mn(C) = MCC)

n+ +0

(e) Sef :X -IR limitata Boreliana
e MID(fI)=0 (DIF)=4 p .tididiscontinuit dif3)
allora xfdunSfdu

Lel Se EcBIN e MIDE)=0
,
allora Mn(El - MIEL

DIMOSTRAZIONE

Cal Mnzo = Tun positivoTu positivo Mo
(b) Mn(X) = kidMn - (x1du = M(x)
id f e limitata inferiormente perche ammette minimo =># limitata

=> kfdu+= Kfdue) - 0 ,
+) e bendefinito

7 e Boreliana perche "(la
,

+ 81) e aperto e quindi BorelFaeR,
e le semirette (a

,
+ 8) con act generano BLF).

Data F :x (-0+r] sai,mckfr
7g : XIR continua +

.
c

. gifegdu, m.

DIMOSTRAZIONE

caso X metrico

Siccome & e limitata inferiormente,esiste una successione gne((X)

tc
. gnif puntualmente.

Pertanto /grde Sfdu per il Teo. di conv
.

monotona

capplicato a gn-go+f-go).
In particulare

,

dato mcfdu ,
esiste n +c

. Kandum.
Caso Xqualunque posso supporte Fr

,0.

Dato Elo
,
En= 0

,
1

,
2, ... Pongo An:=1x : f(x>ne)

Allora An e aperton e Fix :=HAIFIE+

In particolare EMA)(fdu-EMX)
Inoltre In IgneC() con OIgn?Han t.

c
. /AndM= M(An)-I

(perche FA aperto M(A) = sup
ge,

02g21xgde, ...)

Quindi Egn[27 e Sign du (fdu - E(+u(X)
Infine Fm'c Kfdu-EM(XI) ,

esisten finito c
. (gdum'egetsiccome m' e e sono arbitrari

, posso fare in modo

che m'> , i nella tesi.



gif geCIN
Allora Mimint(7drnlmintgdun=engdrn = Kgdum
e concludo per arbitrarieta di m.

(d) segueda Ca applicato a - f

(el Prendo F*

e+ inviluppi ses e sci di F.

Siccome+
If = f

*

e Faf* solo su DA) e MID(A))=0,
no che fx = f = f* M-9 .

0. Ma allora

limitIdenminded=
=f*dulimsup**denlinspfdn

quindi tutte ledisuguaglianze sono uguaglianze, ovvero

enkfden = Side.

Oss Esistono molti insiemitc
. M/DE) =0.

Per esempio ,
siaX metrico, C chiuso inX. Mo-Finita

Atzo sia G :=/dist(x,
Clet) echiuso

At := IXIdist( ,
Ct) e aperto

Et := (x/dist(X ,
C =th

Allora EtsOCt
,
dat , per ogni t tranne una quantita numerabile

Met = MloAt) = MloC) =O

Analogamente ,

data f :X . R continua e posto FteR

C:= f " (5t
,
+ Oll

,
At := f"It

,+roll
,
allora &G

,
&A+ c f"(t)

=> per ogni t tranne una quantita numerabile M(OG)= M(OAt) =M(f
"

(t)) = 0

Ex Dimostrazione alternativache
,
per X= To

,
17,

posto Un:=S ,
allora Mr +1 210

, 1)

Siccome IM/Mn) 1
,

posso supporte a menodisse che Mn *M.
Preso N= /atomidiM = (X : MKX)=0) ,

no che fa, be to , i in

Moab)) =0 = Mn(Ta,b)) , Mn((ab) - uka,b = M(Ta ,bj) .

Si vede inoltre che Un(ta,b) ~UnKa,b) vb-a

(Ta, b) contiene circa (b-aln punti dellaforma
Quindi u(Tab)) = L'(a ,b)) =b-a per "quasi tutti glia,b

,

e quindi anche per tutti gli ab
.

Na allora M= Z To,

Ex sia u misura finita e positiva su B(T0 ,
1). Allora esistono Un

combinazioni lineari di delte +c
. Un > M.

Hint Per ogni P= 10=Xo <X<... <= 1) partizione di To,
1), fongo

Mp :=M([ ,
XiS) . Sati

2

Siverifica che
, presa una successione di partizioni (Ph) +

.c.

SIPh) > 0 e M/Pr) =0 An
,
allora Un

*

-M

esempio (C) X : = El
,
1)

,
A := El

,
0)

, Mr := S +Saint
Allora Un

*
>M= 28

, MA)=0
, Mr(A)=[ per n dispari

per n pari
(d) X : = El , 1) ,

C : = 50 , 1) Mn := S- +Stit
Allora Mn * M= 28

, M(C=2
, Mn(C = (0 Per disparis

(e) X :=1
, 1)

,

E: ==1
,
0) Mn := St

Allora Un
*

<M=So
, MIDE) = M((-1 , 04) = 1

,
ma Mn(E)= 0

, Mel= 1



Proposizione 2 Sia X localmente compatto , (Mn) misure positive su B(X)

con Un * M .
Allora :

(a) MX0
(b) u(X) = liminf Un(XI ,

cioe M(u)= limine MSMn)
(d f :X 170

,
+o) Sc

.

i
. t

.c. Liming f(x0
4-+2

Icioe Veso 7 Kcompatto +
.c

. F(x-E ExeXik)
allora limintSfduntSfdu

n++ 0

() Se Al aperto ,

liminf Mn(A)uCA)n+ + 0

(d) F : X - Ex, +ad Scs tc
. Simsup fix 10

X- + N

allora limsup Ifdun=fde
n-0

Idi Se C e compatto, limsup Mn(C) MCC
n+ +0

(e) Sef :X -IR limitata Boreliana
e MID(fI)=0 (DIF)=4 p .tididiscontinuit dif3)
e fix visto ,

alloraxfdun Sufdu
(el Se EcBIN

, MIDE)=0 e E relativamente compatto,
allora MnCE) -MIEL

esempio (b) X= 1R
, Mr=Sn : Sn

*

-o e M(Mn) = 1
, M(M)=0.

() X= IR
, Mn=Sn ,

f = - 1

(d) X= R
, Mn= Sn

,
f = 1

(d) X= IR
, Mn=Sn

,
C= IR

(e V=R
, Mr=Sn ,

f=C

(e X= R
, Mn=Sn ,

E=X=IR

DIMOSTRAZIONE

Idea : applica laProp .
1 a Y=Xu/N) (compattificazione di Alexandrov)

An := estensionediUna (banale : Mn(E) := Mn(E104) FEEB()
Poiche le Un sono equilimitate in massa, a meno di sottosuccessione

posso supporte che FeinUn(X) =: L

(Basta dimostraregli enunciati per tale sottosuccessionel.
-

si verifica allora che in * > U suY
,
dove i := M +&So

estensione banale
con X:= L-M(X) ("perditadimassa) di ua

Infatti la convergenza kgdi Sigdi vale per
· g :*R continua t

. c . glo=o
,
perche la restrizionedigaX

e una funzione in Co(X) e quindi per ipotesi
kgdun = Ngdun ~ Kgdu = Sigdir

· g :XR
,g=c costante perche

kgden=MIX 1 C= c(u(+) =cu = Agde
·g:R continua , perche si scrive come g=g+glod) ,

con

g(X) := g(x)-g(o) funzione continua e nulla in to
, quindi

basta applicare i due punti precedenti



Proposizione 3

cal Dalla Prop .
1(a) segueo,quindi in particolare 120 e 930.

(b) Dalla Prop .
1(b) segue chen(X) >IX, cioe

Un(X) <MIX) +9
,
da au linfun(X=Ein Mn(X) = u(x)

() Presa F :X - (8
,
+ro) sci

,
laestendo a

F: -70
,
+] sci panendo Floo= liminff(x)

*+D

limit /farn-limitkfd(d = (fdu+x()=fdr
n++0

() segue applicando (da F :=Ha
,
infatti liment f = liment Ha=di

x- *

(d) segue applicando (da-f.
(d) segue applicando (d) a f :=1 (Cchiuso implica SCS;

C compatto implica limsupHc=0).
X- 0

(e)Data F :X -R come per ipotesi ,
considero l'estensionea

datada F(x) : = O
·

N

Allora F e Boreliana, limitata eDCE)=D(f)
V

(perche e e continuain 8). Applicando laProp .
1(e)

, Ottengo
N

ein Kfarn = din Eden = SEdu = (fdu+Cf(x) = Adu
n+0

el segue applicandoel a F = He.

Oss Se all'ipotesi Un >M aggiungiamo l'ipotesi
Mn(X) >M(X) (convergenza in massal

allora la Prop .
1 vale senza modifiche

Ladimostrazione equella dellaProp .
2

,
osservando che in questo caso X=0,

ovvero i coincide con l'estensione "banale, di uaX.

Consideriamo ora il caso X compatto, una valori vettoriali in F,

spazio normato di dimensione finita (il caso pi rilevante eF=IR).

Di nuovo
,
dico Un *u sefdun -Xfdu FfeC(N)

10
, equivalentemente ,

se (x <f
,dun ~<f

,de> feC( ;F
+L

supponiamo che Un *Me/Mr *X.

Allora X, 1) e vale X= /Misse UnM in massa

DIMOSTRAZIONE (PORF = IR)

Scrivo Un = Mn-Un
Posso supporre la meno dissol che Mr ***, Mn

* 1

Maallora Mn
*

+ x - x = M= x+

- x-

(Mn)
+

-x+x= x= x+
+x

( = (x+ - x(2x+x = x = M(x)- M((M)
Prop.

4
hp.Inoltre In * -X = IM(X) = liment M(un) = M(M) = IMS)

=> MIN = iM(M) = X= IM = x= (M)

Oss Se /M/Mn)I+ no
,

allora, a meno di sottosuccessioni,

Un
*

-M e /Unl
*

- X per qualche M ,
X.



Proposizione 4

Proposizione 5

Def.

esempio X= [0
, 1] , Mn =St-So 10

, (Mnl =St+So
M(Mn)=2 ,M(M)= O

Se Un *- M ,
allora MM(M)limit (M(Mn).

DIMOSTRAZIONE

Esiste una sottosuccessione (nul +c
.

Liminf /M(Mn) = lim IM(Mnu).
n- 0 k- D

Passando ad un'ulteriore sottosuccessione
, posso supporre che

IMnul * -X
.

Allora

eimintM(n) = din M(M) = emIM((unull = en(nuKX) =

PropsaX(X)pris(MI(X) = IMSM) .

esempio X= [0
, 1) , Mn = (SSPernpaari

Allora Un +
> 0

, IM(Unl= [2 Perparare M(M) = 0.

supponiamo che Un
*

-M , /Mr *X.

Allora per ogni 7 :X . IR Borel
,
limitata e

con XIDAAI)=0
,

vale che

Ifden - Edu.
In particulare

,
dato EEB(X) +

.c
.

XIDE)=0,
vale Un(E) -UCE) .

DIMOSTRAZIONE (per F =R)

Prendo Mr
,
/ come nella dim

.
dellaProp .

3

Allora XIDIA)= 0 = X(D(f)) = 0

Per laProp .
1(e)

, K*Min -AdMF
da cui segue la tesi.

esempio /M/(D(f))=0 non basta

X= [0
, 1)

. Un= St-So
,

E= 10)
Allora Un

# >o quindi
IM(DE)= (M/((04) = 0

ma MnCEl= Mn(loll = 1 En mentre MIEI= O

Invece (Mn) 126
,

e quindi X(0E)=(104)= 2

(Mn) si dice tight (tesal se

Vazo JKcompatto +
. c . /Mn/(X-Kle En



Def.

Teorema di 
Prokhorov

SiaX metrico completo &

Un misure a valori reali finite su B(X)

Dico che Mn *Use fdM-Sfdu FFECb(X)

Oss Questa definizione coincide con quella data in precedenza se X e compatto.
Non pero se X e localmente compatto.
In particolare per X= IR

, Mr= Sn
,
si ha che

SfdSn -O FeCRI

ma questo nonvale FfeCb(R), ad esempio per f= 1
.

Quindi Un *O nel senso degli spazi localmente compatti ,
ma

non nel senso definito sopra.

La definizione precedentee resa interessante dal sequente
Teorema di compattezza.

Sia X metrico completo
, (Mn) successione di misure

positive su B(X) t
.
C.

(a) (Mn)e tesa ;

(b) IM(Mn)= Mn(X) =C+0.

Allora esiste (nu) e l +
.
c

. Man
*

> M

nel senso della def
. precedente.

DIMOSTRAZIONE

Poiche le Un sono tese per (a)
, posso trovare una successione

crescente dicompatti km t
.
C.

Mn(X-km) = 2-m An Um

Poiche se misure /UnLkm/n sono equilimitate in massa per (b),

existe (nul e ummisura su Blkm) +
.c . MnLkm num su km

.

Inoltre
, per procedimento diagonale posso supporte che (nu) siala stessa Vm.

Sivede che Fm' >m Um Lkm = um
Da questo segue che esiste u misura su B(X) supportatsukn

t
.
c

. MLkm = um (MIEL := MinMnCEl= SupMnCEl
Dimostro che Un

*
- M.

Preliminarmente osservo che MIX-km) =2-mfm (a)

Infatti fm' >m
,

kmilkm e aperto in kmi e quindi Prop .

1(c)

M(kmi 1Km) = liment Mn(kmikm) =eimintMn(X1km) =I'm

Quindi M)UKm)-km) 12-m e siccome M e supportata su. Ukm' ,

no che u(X1km)=2-m.

Sia oraFeCb(X) e indico con 11 . Il lanorma delsup
.

Allora Um
· 1SxmfdMn/Illfll Mn(X-km) = ll11 2-m

· Samfden-Samfde perche MnLkm
*

-MLkm
· ISxkmfdM/ I llf112-m per cal

Da questo segueche limsup /K7drn-Kfdr) = 211f112-m

ed essendo m arbitrario
, limsup //xFdun-(Adul = o

,
ovvero StduncSxfde

n-

Oss Se Mr * M nel senso della def
. precedente

,
allora la Prop .

1 vale verbatim

e la dimostrazione e lastessa
.



Complementi
Confronto Riemann-Lebesgue

Teorema

Lemma

Siaf : I= Ta
,b)IR integrabile secondo Riemann.

Allora f e misurabile secondo Lebesque e

f(xdx= Sifd2.

Oss Ill Questo nonvale pergli integrali impropri
/ sinx de esiste come integrale improprio

ma non come integrale secondo Lebesque
(2) Lo stesso risultato vale in pill variabili

Lintegrale di Riemann-Peano-Jordan).

DIMOSTRAZIONE

Sia P= <Xo,
-

,Xn) paretizione di la
,
b).

Sia Sp : I - R data da y= fp(x)

fpE) := Sup f(x) Fe[Xit
,Xi -

f(x)

Xi-XXi

Sia Gp : I -R data da y=gp(X)

Gp(z) := inf f(x) Fe[Xit
,Xi

Xi-XXi a ... DAllora · gp ? f = Sp (funzione semplice eboreliana Vo

· S* (5
.
Pl = Sifpd2

· Salf, Pl = S=gpd21
f integrabile Un 7Pn +

.
c

.
S*(f

,Pn)-Salf ,Pal - #
le in tal caso S* (f ,Pn)

,
Sx(f. Pn) >Safed)

Pongo En : = Fin , In := &Ph ; pongo F(x) := limint fr(),(x) := limsupgn(x).
n+ + 0 n+ + 0

Allora Jeg sono boreliane (= misurabili secondo Lebesguel.
Inoltre gn? f =fnfef

Infine d2Fatoulimit /fr d2 = lim S*

(f. Pn)=af(xdx =

n++0

= lim Sx(f
,Pnl = limpSnd2 SigdLn+ + 0 Fatou

Siccome Sigd2' = Sed2' percheif ,
allora

Igd2' = SF d2 = jaf(xdx
Concludo con il Lemma che f e misurabile secondo Lebesque e

Sifd2 = JafdX .

Sia e misura finita su (X
,
MI e completa.

Siamo Fi
.
fr

,
fa : X >Rt

.
C.

Ill fi F2 [f3

(2) f, e fa -misurabili

(3) Ifide = Sufzdu+
Allora F2 e M-misurabile e Sxfzdu= Ifidu = Sxfsdu.

DIMOSTRAZIONE
7,

0

(d) => (fz - fdu = 0 = f -7 = 0M-9 .
0.

=> INel
, Ne-nullo +c . Fr = fr= Ez su XIN

=> FB Boral in R F (B)n(XIN) = fi(B) n(X-N)
=> FlBla fi(B) CN = filled per completezza .

↳



Teorema

Domanda : F integrabile secondo Lebesque = E Borel?
Risposta : No

Sia F : [= [a
,
b) - IR limitata e sia

D=D(f) = Ipunti di discontinuitdi11 .

Allora

I e integrabile secondo Riemann L'(D) =0.

DIMOSTRAZIONE

Preliminari FreI pongo
f* (x) := inf ( Sup f(x) = f(E) V timseD FC*
F := Sp/f(x) = F() a limit f

Allora

(A Fx()_f(x) = f
*

(E) e f e continua in Esse f*(i)=fx()

(BI Dato sto
, pongo Ds := (I/fF() -fx()5)

Allora DScD chiuso (quindicompatto) e D=Di
(c Se SiF

F(F)-fal) Icon FEDs) allora esiste

S=S) +c
.

OSC(f
,
[E-S

,
E+S])S

(E) Fisso 230 e costruisco P partizione di Itc.

S*A, P)-Sx(f ,P) =E.

Per (A)
,
DacD inoltre L'ID) =0 = L(Da)= 0

=> esiste un ricoprimento numerabile di De con intervalli
aperti con somma delle lunghezzeE

Inoltre
, per (B) , De e compatto, quindi De si ricopre con finiti

intervalli aperti I, - ,
Im con somma lunghezze 19.

Per (C)
,
FreDe esiste S=Sl +.c . OSC(f

,
[E-S.+S)) -E .

Gli intervalli aparti JE := (*-S,+5) ricoprono 1:De e
quindi anche il compatto K: = [1) IU-vIm).

Quindi K si ricopre con una famiglia finita di intervalli J=JC), ...,Jmi= JEmi) .
In conclusione /Filu/J; > e un ricoprimento finitodiI di intervalli aperti

(D) Esiste P= /X.. -
,
Xn) partizione di It.C . posso scegliere gli indici

11 ,_,N) come unione di due famiglie disgiunte H'eH" +. c.

Viet' [Xi+,Xi]cIj per qualche j ,

Viet" [Xi+,Xi]CJj per qualchej
Ma allora

S(f
,
P) - Sa(f

,
P)= OSCIF

,
[

,
XS) (ti-Vir=

=OSCIf
,
[x

,
X]) (X: - Vic) + IOSC(f

,
[x

,
X]) (xi-Xin -

EH"

OSCH)(X -X+ E(X-Xi) = Osc(f)2 +E(b-a) = E(os(f) +b-a) .

#Fissing-
Ai dove H:=hi 19:5/

(E) Detto C=[ ,Xi) , per ogni FEIIC vale
*(*) -fx()S

,

cioe CoDs.

Quindi L'IDs) =L'(C)
Per l'arbitrarieta di E

,
ZDs)=0.

siccome D=Dr
,
LD) = 0.

EX f Riemann-integrabile nonBoreliana
- derivabile +

.
c
.

f'e limitata ma non Riemann-integrabile
f Riemann-integrabile +.c .

D=D(f) non ha "misuradiR
.
nulla ,
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